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T j eccelso munificentissimo Favore , che V 
Altezza Vostra Imperiale compiacesi d’accorda- 
re alle Scienze , e 1* alta Protezione , che si 
degnu concedere a questa Reale Scuola del 



Genio, e d’ Artiglieria , mi fanno ardito ad 
offerire all’ Altezza Vostra il presente tenuis- 
simo lavoro . Esso quantunque non si estenda 
oltre i semplici Elementi, ed opera sia di trop- 
po debole Autore , e quantunque lo preceda- 
no nel Corso per gli Aspiranti alla Scuola 

l’ Aritmetica , e la Geometria pure ha il van- 

* 

to di potersi dire in esso Corso il primo Volume 
composto ad uso di questo Reale Stabilimento , 
poiché i due antecedenti contengono Opere già 
preesistenti , e al nostro Idioma ridotte . Ecco da 
ciò un nuovo titolo, per cui quest’opuscolo si re- 
puta in dovere di consacrarsi a Vostra Altezza 
Imperiale, crede, che a preferenza de’ Volumi 
precedenti possa da lui solo aspirarsi a un tanto 
onore, e si lusinga, che la Clemenza dell’ArrEzzA 
Vostra non isdegnerà di accordarglielo. Orna- 
to esso così dell’ Augusto Glorioso Nome di 
Eugenio Napoleone acquisterà quel pregio , 
che da sé medesimo non avi ebbe ottenuto 
giammai , e i Giovani Aspiranti persuasi così 


Digitized by Googl 


del beneficentissimo Patrocinio , con cui si de- 

* 

gna 1’ Altezza Vostra di onorar questa Scuo- 
la, con più vivo ardore, e con attenzione più 
intensa percorreranno la carriera, che ad essa 
li conduce. Ntlla sicura speranza, che il gene- 
rosissimo Cuore di Vostra Altezza non avvez- 
zo che a beneficare si degnerà concedere tan- 
ta Grazia, fommi Coraggio di umiliare ai Pie- 
di dell’ Altezza Vostra Imperiale le più sin- 
cere proteste di profondissimo rispetto, e del- 
la più sommessa venerazione . 

Dell’ Altezza Vostra Imperiale 


\ 


Umilissimo Ossequiosissimo Devotissimo Servitore 

Paolo Kuffjni. 
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DISCORSO PRELIMINARE , 


X-i esposizione delle sei Operazioni dell* Algebra e 
1* applicazione loro alla soluzione generale delle 
Equazioni de’ primi quattro gradi formano il prin- 
cipal soggetto della presente Algebra Elementare . 
Siccome però il fine , a cui mirano precipuamente 
e queste operazioni, e la soluzione delle Equazio- 
ni , quello si è' di metterci a portata , onde scio- 
gliere i Problemi pratici, e onde riconoscere e scuo- 
prire le proprietà più sublimi della Quantità; quin- 
di è, che a me è sembrato assai conveniente, ed 
anzi necessario di accompagnare questi principi con 
que’ mezzi , che sono atti al conseguimento dell’ 
accennato fine. Ora ognun sa, che tra simili mez- 
zi devonsi bensì annoverare i precetti , e le rego- 
le , per cui le operazioni di Calcolo , e le Equa- 
zioni si applicano allo scioglimento de* Quesiti prati- 
ci , ed allo scuoprimento delle ulteriori proprietà 
matematiche; ma assai più che questi precetti , e 
queste regole giova all’ intento quell’ abitudine > 



(«) 

che acquista 1’ Anima , mentre si applichi attual- 
mente e replicatamente alla soluzione delle Qui- 

, • • 

siioni, e mentre cominci fin da principio ad esami- 
nare i diversi oggetti , che le si presentano , e si 
assuefaccia a meditar su di loro , e ad analizzarli . * 

Ecco il perchè alle regole ed ai precetti ho nel pre- 
sente Corso misti degli esempj frequenti , il per- 
chè ho procurato giusta il metodo di Clairaut di 
dedurre dagli esempj medesimi la necessità delle 
operazioni algebriche , ed il perchè si a queste , 
che a quelli unisconsi di quando in quando delle 
riflessioni atte a far meglio conoscere la loro giu- 
stezza, F indole loro, e i diversi accidenti. Per 
simile guisa può il Giovine studente conoscere fin 
dai primi momenti lo spirito della Scienza : si evi- 
ta a Lui d’ incontrare quella noja , che troppo age- 
volmente Io sorprende , mentre è obbligato ad im- 
parare una lunga Serie di precetti , e di operazio- 
ni , delle quali non vede mai alcun uso, nè alcu- 
na applicazione \ c addestrato infine ad esaminare, 
e <i cercare con esattezza la verità , in seguito po- 
à meglio apprendere le parti della Scienza più 
eie\ate, e potrà meglio difendersi dagli equivoci 
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(IH) 

c dagli errori nelle più profonde indagini Matema- 
tiche. Mi lusingo, che nel corso dell’ Opera si ri- 
scontreranno delle riflessioni non affatto prive di 
novità, e che nuovi, se non erro, potranno dirsi 
6 un metodo generale di estrarre le radici numeriche 
di qualunque grado (0,269, 271 ) } la determinazio- 
ne di alcune proprietà dei numeri (XI .. .XXI n. 93); 
una maniera , onde sciogliere le Equazioni inde- 
terminate di i.° grado aventi più di due incogni- 
te ( n.i56... 1S9 ); e qualche metodo di facilita- 
zione nella pratica di alcune delle operazioni . 

Doveva l’illustre mio Maestro, e Predecessore 
il Professore Paolo Cassiani, la cui Memoria più 
tenera e riconoscente rimarrà sempre mai scolpita 
nel più profondo del mio cuore, e la cui perdita 
risenton cotanto le Scienze , la Patria , ed i Buo- 
ni , per 1* estensione e la profondità delle cognizio- 
ni , per l’Ingegno sommo, e per 1’ aureo Caratte- 
re , che lo adornavano : doveva Egli , dissi , per 
destinazion del Governo dare in luce un Corso 
d’ Algebra elementare per gli Aspiranti a questa 
Reale Scuola del Genio , e d’ Artiglieria ; ma pel 
fatale Decreto, che tutti comprende irrevocabil- 



(IV) 

mente i Mortali , essendo stato a Lui tolto di po- 
ter ciò eseguire , il Governo ha graziosamente sur- 
rogato & quello il Corso presente. Troppo, il con- 
fesso, e pel Pubblico, e per gli Aspiranti è di dan- 
no un simile cambio ; ma ai difetti , che accompa- 
gna 110 questi Elementi , e che si deggiono alla me- 
diocrità dell’ Autore -, ed alla sollecitudino , con 
la quale in alcune parti sono stati formati , suppli- 
rà la voce dell’abile Precettore, che si compiace- 
la d’ insegnarli . In essi si contengono articoli , i 
quali si giudicano non così necessarj a quelli, che 
si presenteranno alla Reale Scuola del Genio : 
vengono questi perciò marcati nell’ Indice con de-* 
gli asterischi, acciocché gli Aspiranti, mentre lo 
vogliano, li possano tralasciare, avvertendo però , 
che, quando ciò facciano, gioverà poi loro ripren- 
derne lo studio in appresso . Siccome poi agli Aspi- 
ranti stessi necessario è di conoscere le prime ap- 
plicazioni dell’ Algebra alla Geometria, le serie al- 
gebriche, e le nozioni prime de’ Logaritmi ; ver- 
ranno queste cose esposte in un’Appendice, che in 
altro Volume seguirà la presente Algebra Elemen- 
tare . 


Digitized by Google 



1 


Della Quantità’, e del Numero 
in generale . 


i. -L/cf. i. Col nome di Quantità intendesi tutto 
quello, che è composto di parti: i numeri per- 
ciò , la estensione non sono che quantità . 

a. Cor. Essendo la quantità composta di parti, 
è evidente, che potrà sempre diminuirsi, col to- 
glierle alouna delie parti, che la compongono, e po- 
trà al contrario aumentarsi con P aggiungertene del- 
le nuove . E dunque la quantità capace di aumen- 
to , e di diminuzione . 

3. Def. a. Qualunque quantità o si considera 
come divisa attualmente in parti, o no. Nel primo 
di questi due casi essa dicesi quantità discreta , e 
continua nel secondo . La quantità per esempio no- 
ve metri è una quantità discreta, perchè si consi- 
dera come divisa attualmente in nove parti, ciascu- 
na delle quali è un metro; l’ampiezza di un cam- 
po non diviso in alcun luogo, somministra eviden- 
temente P esempio di una quantità continua . 

4- Def. 3. Fra tutte le quantità di una mede- 
sima natura una sempre ne stabiliscono i Matema- 
tici di grandezza costante , e determinata , a cui ri- 
feriscono tutte le altre. Ora questa quantità di gran- 
dezza costante e determinata già scelta a principio, 
alla quale le altre tutte della stessa natura si rife- 
riscono , essa è che denominano unità . 

5. Scoi . i. Poiché questa quantità , cho abbia- 
mo ora detta unità non va soggetta ad altre con- 
dizioni, se non se a quella di essere costante, e 
determinata , ed alP altra di essere della stessa na- 
tura con le altre quantità , cho a lei si rapportano; 1 

Algebra » i 
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a Delia quantità’ 

quindi ne segue , che la determinazione della sua 
grandezza è arbitraria. Stabilita essa però una vol- 
ta deve conservarsi costantemente la medesima, quan- 
do mai le circostanze non ne esigessero un cangia- 
mento , cangiamento per altro , il quale non potreb- 
be mai eseguirsi senza avvertirne precedentemente . 
Da questo arbitrio dipende la varietà grande delle 
unità rapporto per esempio alla estensione , ai pesi, 
ec. fra le Nazioni diverse. 

6. Def. 4 - Parte aliquota , o misuratrice di una 
quantità dicesi quella, la quale replicata più volte 
esatte la uguaglia; in caso diverso si chiama Parte 
aliquanta . Così il tre è parte aliquota del dodici, e 
il cinque parte aliquanta del nove . 

7. Cor . Potendosi una quantità qualunque spez- 
zare in quante si vogliono parti uguali fra loro, ed 
essendo evidentemente ciascuna di queste parti una 
aliquota della quantità data: quindi ne viene , che 
una quantità qualsivoglia , e però ancora 1* unità 
(n. 4) può sempre considerarsi come l’aggregato di 
tante parti aliquote. Così consideriamo P unità Me- 
tro come P aggregato di dieoi di quelle sue parti 
aliquote , che diconsi Palmi . 

8 . Def. r j. Col nome di Numero intendiamo P es- 
pressione del rapporto geometrico, che ha una quan- 
tità data a quell’ altra a lei omogenea , che si è pre- 
sa per unità ( n. 4 ) ossia P espression delle volte, 
che questa seconda quantità , od una delle sue par- 
ti aliquote contienesi nella prima . Se la quantità 
data contiene P unità un numero esatto di volte , 
allora il numero corrispondente dicesi intero . Che 
se abbiasi un’ espressione , dalla quale s’ indichi 
quante volte una quantità contiene una delle parti 
aliquote dell’ unità , essa chiamasi Frazione , oppure 
Numero rotto , 0 fratto. 

9. Scol. 2, Mentre si determina quante volte 
P unità , od una delle sue parti aliquote contienesi 
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E DEL NUMERO . 3 

in una quantità data , è chiaro , che questa quan- 
tità viene nel tempo stesso a dividersi attualmente 
in tante parti corrispondenti : ma 1 ’ indicata deter- 
minazione quella si è , da cui dipende il Numero 
( n. prec. ) , e 1 ’ attuai corrispondente divisione co- 
stituisce la quantità discreta ( n. 3). Dunque i Nu- 
meri esprimono sempre delle quantità discrete. 

io. Def. 6 . Quando insieme coi numeri pronun- 
ciansi quelle particolari determinate unità('. 4 )» da 
cui essi dipendono ; allora i numeri appellanti con- 
creti . Che se si pronunciano, facendo astrazione dal- 
le unità indicate, allora essi chiamausi astratti . Sa- 
rà perciò astratto il numero assoluto cinque, saran- 
no concreti i due, cinque libbre, sette uomini. Se 
due o più numeri si rapportano ad unità della me- 
desima specie, appellatisi omogenei fra loro} in ca- 
so diverso diconsi eterogenei . 

n. Scoi. 3. Per rappresentare i Numeri, son 
necessarii dei segni. Ora possono i numeri avere va- 
lori particolari e determinati , come chi dicesse sei 
cavalli , otto volte , e possono esprimere dei valori 
indeterminati, ed essere considerati in generale, co- 
me chi dicesse un certo numero d’ uomini, un qua- 
lunque numero di braccia. Nel primo di questi ca- 
si è necessario rappresentare i numeri con segni , 
ai quali siasi attribuito un valore determinato , e 
costante, quali sono le cifre numeriche a tutti no- 
te . Nel caso secondo , esprimendosi dei numeri dei 
valori indecisi, e generali, converrà, che vengano 
rappresentati con segni , ai quali non abbiasi attri- 
buito alcun valore particolare, e determinato : a tal 
fine servonsi i Matematici delle lettere dell’ alfabe- 
to , come quelle , che tutti conoscono , che facili 
sono ad usarsi, e che per se non esprimendo alcun 
valore determinato, tutti li possono rappresentare 
indistintamente . 

ja. Def. 7 . Chiamasi Matematica la Scienza del- 


( 
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4 Della quantità* 

le quantità ( n. r ) . Quella parte poi della Mate- 
matica che tratta dei Numeri , ne esamina le pro- 
prietà , e insegna la maniera di rappresentarli, e 
insiein combinarli, dicesi Aritmetica ; e l’Arte final- 
mente di combinare insieme tai numeri col mezzo 
de’ segni corrispondenti (n.prec. ) dicesi Calcolo. 

1 3 . Def. 8. Se i numeri , che si considerano, 
sono presi generalmente , e non avendo valore de- 
terminato , vengano espressi dalle lettere ( n. n); 
1 ’ Aritmetica allora acquista il nome d’Aritmetica 
Universale, o di Algebra , e il Calcolo dicesi let~ 
ter ale : questo poi appellasi numerico , e quella ri- 
tiene il nome semplice di Aritmetica , se i numeri , 
che si considerano , sono determinati . 

14. Scoi. 4 - Suppongbiamo per un momento di 
non conoscere il modo , con cui attualmente espri- 
monsi dagli Aritmetici i numeri determinati , e di 
voler noi cercare come possa ciò eseguirsi . 

I. Il primo metodo , che naturalmente presen- 
tasi all’ animo , quello si è di attribuire a ciascun 
numero determinato un segno particolare , e d’ in- 
ventare perciò tanti segni diversi , quanti sono ì 
numeri ; ma questi numeri possono essere infiniti , 
perchè può difatti 1\ unità , e possono le sue parti 
aliquote replicarsi all’ infinito ; dunque , seguendo 
questo primo metodo , converrebbe inventare infini- 
ti segni diversi : ma ciò è a noi impossibile di ef- 
fettuare , e molto più ci sarebbe impossibile di tut- 
ti conoscer questi segni , e insieme combinarli. Dun- 
que non potendo questo primo metodo servire, con- 
verrà abbandonarlo, e rivolgersi a qualche altro arti- 
fizio . 

II. Sia un solo segno , che porrò essere la ci- 
fra 1 , e sia qui sotto in (I) nella prima linea oriz- 
zontale una serie di punti indefinita. Supponghiamo , 
che ponendo questa cifra 1 sopra il primo dei sup- 
posti punti a destra significhi uno ; che sovrapposta 
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E DEL NUMERO . 


al punto secondo significhi il doppio di uno, cioè 
due, che collocata sul terzo, significhi il doppio di 
due ossia quattro , che collocata sul quarto rap- 
presenti il doppio di quattro , cioè otto , e in gene- 
rale che posta sopra uno qualunque degl’ indicati 
punti rappresenti il doppio di quello, che signifi- 
cherebbe collocato sopra il punto prossimo a destra. 
In conseguenza di questa supposizione con la sola 
cifra i tutti potremo rappresentare i numeri interi 
possibili . Difatti nella seconda e nella terza delle 
righe (I) abbiam già espressi 1 ’ uno e il due : nella 
riga quarta , rappresentandosi dal supposto carattere 
i sopra del primo punto uno , e sopra del secondo 
due , verrà evidentemente espresso il numero tre ; 
nella quinta riga sarà rappresentato il quattro, nel- 
la sesta il cinque , nella settima il sei , e così di 
seguito . 


(I) 



. . i 
. i . 

. i i 
i . . 
i . i 
ii. 
iti 


ec. 

Ora tutti i punti, che nelle precedenti espres- 
sioni rimangouo alla sinistra dell’ ultimo i, sono 
inutili ; possonsi dunque tralasciare , e quelle espres- 
sioni si cangeranno cosi nelle altre più semplici i, 
i., ii, i..,i.t,n., 1 1 1, ec. ; le quali significheran- 
no lo stesso . Inoltre i punti che restano alla destra 
potendo per la lor piccolezza far qualche confusio- 
ne , converrebbe ingrandirli; ma siccome così fa- 
cendo, potrebbe per la troppa abbondanza dell’in- 
chiostro darsi agevolmente luogo alle cancellature. 
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6 Della quantità’ 

sarà meglio scrivere bensì gli stessi plinti ingrandi- 
ti, ma scriverli vacui nel mezzo, e dar quindi lo- 
ro la forma o. Quantunque l’origine quivi indica- 
ta delia cifra o apparisca semplice e naturale ; pu- 
re protesto di essere ben lontano dall’ asserire , che 
simile cifra siasi realmente inventata nel modo accen- 
nato . Questa cifra o è già conosciuta coi nome di 
zero-, ed essa non fa, se non ciò che fanno i pun- 
ti , cioè die indicare qual luogo , o , come dicesi , 
qual classe occupi il carattere i, onde rappresenta- 
re il dovuto valore. I numeri precedenti si scrive- 
ranno perciò così x, io, it, ioo, 101, in , ec. 

III. Abbiansi ora le tre cifre o , 1,2, espri- 
mendosi dalle ultime due i numeri nno, due, e dal- 
la prima lo zero {prec. II) . Supponghiamo che col- 
locata una di queste 1, 2 nella prima classe a de- 
stra abbia il valore , che le si è già attribuito, che 
promossa nella classe seconda rappresenti un valore 
triplo di quello che esprimeva nella classe prima, 
che posta nella terza significhi il triplo di quello, 
che significava nella seconda , e così in progresso . 
Anche in questa ipotesi potremo esprimere col mez- 
zo delle tre cifre inventate tutti i numeri determi- 
nati: e in realtà i numeri uno, due, tre, quattro, 
cinque, sei, sette, otto, nove, ec. verranno giusta 
1 ’ accennata regola rappresentati dalle espressioni , 
1, 2, io, 11, 12, 20, 21, 22, 100 , ec. 

IV. Suppongansi le quattro cifre o, 1, 2, 3 , e 
fra queste le ultime tre significhino i numeri uno , 
due, tre . Se tali cifre dispongami orizzontalmente 
in modo, che passando dalla destra alla sinistra 
esprimano dei valori sempre quattro volte maggiori -, 
in questa supposizione ancora tutti si potranno rap- 
presentare i numeri proposti, cosi oltre i tre primi 
significati delle cifre 1, 2, 3 , la espressione 10 rap- 
presenterà il quattro, l’altra 11 esprimerà il cinque, 
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la 12 il sei , la i 3 il sette , la 20 l’otto, e così di 
seguito . 

V. Se i segni fossero i cinque o , 1 , 2 , 3,4; 
supponendo, che col promuoversi essi dalla destra 
alla sinistra esprimano sempre dei valori quintu- 
pli , col lor mezzo rappresenteremo egualmente i 
numeri tutti . Così pure potremo fare , se s’ inven- 
tino sei , oppur sette , ec. cifre, mentre si stabili- 
sca, che nel passare dalla destra alla sinistra si espri- 
mano sempre ad ogni passo dei valori tante volte 
più grandi, quanto è il numero delle cifre inventate. 

VI. Affine presentemente di determinare il per- 
chè, seguendo la regola ora stabilita, tutti possiamo 
rappresentare i numeri interi , che possono venire 
proposti, prendiamo a considerare una delle suppo- 
sizioni accennate ( prec. II , III , IV , V ) , giacché 
quel che dicesi di una, dicesi delle altre ancora , 
e supponghiamo perciò, che le cifre inventate siano 
le dieci o , 1 , 2 , 3 , 4 » 5 , 6, 7, 3 , 9 esprimenti lo 
zero, ed i primi nove numeri uno, due, tre, ec. , 
e che quindi promuovendosi esse dalla destra alla 
sinistra acquistino sempre pel ( prec. V ) un valo- 
re dieci volte più grande . In conseguenza di que- 
ste supposizioni le nove cifre 1 , a , 3 , ec. 9 ora 
supposte ci esprimeranno collocate successivamente 
nella prima classe a destra i primi nove numeri; 
promosse queste nella seconda classe ci daranno i 
numeri dieci, venti, trenta, e così fino a cento 
esclusivamente; poste nella terza significheranno i 
numeri cento , duecento, trecento , ec. sino a mille 
esclusivamente ; nella quarta ci esprimeranno i nu- 
meri mille , duemila , tremila ec. inslno a diecimila 
esclusivamente, e così di seguito. Ciò posto combi nan- 
do i primi nove numeri espressi nella prima classe, ai 
quali sogliono gli Aritmetici dare il nome di unità, con 
le diecine espresse nella seconda , è chiaro che tutti 
rappresentar potremo i numeri dall’uno sino al cento ; 


Digitized by Google 



8 • Della quantità* 

combinando le unità , e le diecine con le centina- 
ia^ ossia coi numeri espressi nella terza classe, ot- 
terremo, oltre i precedenti, i numeri tutti sino al 
mille : tenendo conto dei numeri significati nella 
quarta classe, otterremo i numeri tutti sino a die- 
cimila; e cosi proseguendo vedesi agevolmente, che > 
tutti potranno esprimersi i numeri interi , che pon- 
no venire proposti . 

r 5 . Def. 9. Quella legge , che si è accennata 
nei ( II, 111 , ec. n. prec. ), per cui con poche ci- 
fre possiamo rappresentare tutti i numeri interi de- 
terminati, chiamasi Istituzione Aritmetica : essa nel- 
la ipotesi del (II, n. prec.) appellasi diadica, per- 
chè non usa che due soli segni ; triadica dicesi quel- 
la del (HI, n . prec. ), perchè ne usa tre; tetradica 
1 ’ altra del (IV.n. prec.) , usandone quattro, e così 
di seguito; onde la Istituzione considerata sull’ulti- 
mo del citato ( n. prcc. ) ha il nome di decadica , 
servendosi essa di dicci caratteri . 

16. Scol. 5 . Vogliasi esprimere un dato numero 
per esempio trenta cinque col mezzo di tutte que- 
ste diverse istituzioni aritmetiche: la diadica ci da- 
rà per questo l’espressione 100011 (II n. 14 ); dal- 
la triadica ne verrà 1 ’ espressione 1022 (III n. 14) ; 
la tetradica darà 1 ’ altra ao 3 ( IV n. 14 ) ec. ; e la 
decadica ( VI n. 14) darà l’espressione 35 . Vedesi 
da tfueslo , che quanto è maggiore il numero dei 
caratteri inventati , minor n liniero si richiede di 
classi ad esprimere un numero dato : quindi fra tut- 
te le istituzioni ora mentovate la decadica riescila 
più Comoda . 

17. Scol. 6 . Fra tutte le Istituzioni aritmetiche la 
decadica è quella, della quale servonsi attualmente 
gli Aritmetici, e che per conseguenza dovremo Noi 
pure anteporre alle altre. Essa poi oltre il vantag- 
gio, che si è accennato sul fine del ( n. prec. ) , ha 
gli altri ancora di non iudur confusione con troppi 
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segni, e di seguire perfettamente l’ andamento del- 
le voci, delle quali ci serviamo a denominare i nu- 
meri . Converrebbe presentemente determinare, come 
queste voci corrispondano alle classi della decadica; 
ma spettando ciò più propriamente a-ll’ Aritmetico 
semplice , Noi contenti di aver esposto le nozioni 
generali de’ numeri determinati , passeremo senza 
più a considerare la natura delle diverse operazioni 
di calcolo ( n. i a ) , ed a vederne 1* attuale appli- 
cazione nel calcolo letterale (n. i3 ) . 


PARTE I. r 

Delle prime quattro Operazioni di Calcolo 

FRA Ltt QUANTITÀ’ LETTERALI. ' 

C A P O I. v 

Ì Iella Addizione , c della Sottrazione » 

* * 

18. D ef. i. 'L'Addizione è quella operazione di 
calcolo , per cui una , o più quantità unisconsi nel- t - 
lo stato, in cui si truovano ad una quantità- d&t*. 
L’operazione opposta chiamasi Sottrazione i Nella pri- 
ma di queste operazioni le quantità date dieonsi le 
Parti: il risultato che si ottiene, nell’Addizione si 
denomina Somma o Aggregato , o Tutto ; nella Sot- 
trazione appellasi Avanzo, Residuo , o Differenza . 

19. Scol. 1. Come tutte le operazioni di calco- 

lo , così F Addizione , e la Sottrazione hanno i loro 
segni particolari : tali sono i due il primo 

de’ quali serve all’Addizione, leggesi più , e si an- 
tepone alle quantità, che si aggiungono; e il se- 
condo serve alla Sottrazione, leggesi meno , e si pre- 
mette alle quantità che si sottraggono. Il segno — 
rappresenta lo stato d’ ugnglianza leggesi uguale, e 
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e si pone tra le quantità , che sono uguali fra loro : 
perciò avremo 6 + 3 = 9, 7 — 2 = 5 ; ed il segno > 
indica disuguaglianza, ponendosi la sua apertura ver- 
so la quantità più grande , P apice verso la più pic- 
cola, onde volendo indicare , che 7 + 3 è maggiore di 
8, scrivesi 7 -4- 3 > 8, oppure 8 < 7-*- 3 , c nel primo 
caso si legge 7 •+> 3 maggiore di 8 , nel secondo 5 
minore di 7 - 4 - 3 . 

20. Scol. 2. I Problemi di pratica ne’ quali non 
si richiede , che di unire insieme delle parti cogni- 
te, e determinate, o di togliere delle quantità co- 
gnite, e determinate da altre parimenti cognite e 
determinate , scioglier tutti si possono col mezzo 
delle regole stabilite dall’ Aritmetica semplice ; ma 
se tra le quantità , che devono fra loro unirsi , o 
sottrarsi, esistono delle incognite , o delle indeter- 
minate, di qual artifizio ci servirem noi inallora? 
Veggiamone gli esempj seguenti . 

21. Esempio i. Ritrovare un numero tale, che 
il suo doppio unito a i 5 sia uguale a 4° aumenta- 
to del numero che si cerca . 

Sol. Il numero, che si domanda, essendo inco- 
gnito , e dovendo frattanto avere una qualche de- 
nominazione, onde possa unirsi al 40» e il suo dop- 
pio al i 5 , e istituirsene inseguito il paragone ; io 
chiamerò , secondo ciò che si è detto nel ( n. 1 1 ) , 
se un tal numero, ed essendo evidentemente 2.r il 
suo doppio; avremo per le condizioni del Problema 
2z+ I 5 =: 4 0 ' f * x • Ora da cose uguali togliendo por- 
zioni uguali , i risultati sono uguali ; dunque di quà, 
e di là dal segno di uguaglianza togliendo una x , 
ne verrà x •+• j 5 = 4 o, e togliendo poscia il i 5 , ne 
verrà x =40 — i 5 = a 5 : ma x rappresenta il nume- 
ro richiesto; dunque un tal numero sarà il 25 ; e in 
realtà il suo doppio, ossia 5 o unito a i 5 dando 65 
sarà == 40 ■+■ a 5 = 65 , come era stato richiesto . 

22. Esempio 2. Dividere 35 o lira a tre Persone 
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A, B, C, per modo che B abbia 20 lire più di A , eG 
io lire più di B: cosa toccherà a ciascheduno ? 

Sol. Chiamata, come precedentemente, a; la por- 
zione , che deve darsi ad A , a B toccheranno x -♦* 20 
lire, ed a C lire a:- 4 - 3 o. Dunque sarà 
x -+- ) 

x •+■ 20 > = 35 o , ossia 3 x -+- 5 o = 3 óo , e togliendo il 
a:-t- 3 o ) 5 o d'ambe le parti, ne verrà 3 xr= 35 o — 

5 o = 3 oo; ma se due quantità sono ugna- 
li fra loro , son anche fra loro uguali le terze parti; 
dunque avendosi 3 x= 3 oo, sarà ar=:ioo, e però a<l 
A dovranno darsi lire 100; a B lire 100-4- *0 = 120; 
ed a C lire 120 ■+• io = i 3 o , le quali insieme unite 
danno appunto le lire 35 o. 

20. Cor . E dunque necessario nella 'soluzione 
de' Problemi considerare, esprimere , e calcolare del- 
le quantità indeterminate ( n. prec. 11 ) ; ma queste 
non esprimendosi con le solite cifre aritmetiche, ca- 
der non possono sotto le regole dell’Aritmetica sempli- 
ce : è dunque necessario il formare per essi un calco- 
lo loro proprio ; e tale appunto è il calcolo alge- 
braico , o algebrico , o letterale , di cui per conse- 
guenza or comincieremo a stabilire i precetti . 

04. Dcf. 2. Una espressione, la quale rappresen- 
ti 1’ eguaglianza fra due quantità diversamente de- 
nominate, quali sono le due aar-v i 5 =40 -*- x (n. 21 ), 
3_r -+- 5 o = 35 o ( n. 22 ) dicesi Equazione. Il segno =. 
divide ciascuna Equazione in due parti, che diconsi 
Membri . 

20. Dcf. 3 . Se una quantità si considera come 
aggiunta ad un’altra, essa inallora chiamasi ponti- 
na; che se si considera come levata, le si aà il no- 
me di negativa . 

Supponghiamo al numero io di aggiungere il 4 » 
ne verrà io-+- 4 = i 4 > e il 4 iu questo stato dicesi 
quantità positiva; ma se il 4 medesimo si tolga dal 
io, cosicché risulti io — 4=6, l a quantità— 4 chia- 
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masi negativa. Parimenti se supponghiamo di uni- 
re alla retta DA (II) 1 ’ altra AB , cosicché risulti 
DA-t-AB = DB; la retta •+■ AB considerata in questo 
stato appellasi positiva; e se al contrario dalla stes- 
sa DA tolgasi la AC ( III ) , ne viene DA — AC=DC , 
e la AG si dice quantità negativa . Finalmente di due 
uomini se uno abbia un credito , e 1’ altro tutto al 
contrario un debito di 1000 zecchini, nel primo ca- 
so i mille zecchini considerandosi come quantità ag- 
giunta allo stato del Creditore , formeranno una quan- 
tità positiva , e nel secondo dovendosi i mille zec- 
chini togliere dallo stato del debitore costituiranno 
rapporto alPasse del debitore una quantità negativa . 

26. Scol. 3 . Quantunque le quantità positive 
debbano sempre considerarsi come aggiunte ad un’ 
altra, e le negative come tolte ( n. prcc.) -, pure es- 
sendo queste indipendenti dalla quantità , con cui 
si uniscono, o da cui si levano; quindi ne viene , 
che si possono esse considerare , e si considerano di- 
fatti sovente nel calcolo da se sole , fatta astrazio- 
ne dalla quantità , con cui devonsi aggiungere , o 
da cui togliere . Per tal modo il Geometra astrae la 
linea , e la superficie dal corpo , e queste considera 
da se sole; il Creditore perciò dei 1000 zecchini può 
considerare il suo credito indipcndcntementedal pro- 
prio asse , con cui deve questo unirsi , e può egualmen- 
te il debitore considerare il suo debito dei 1000 zecchi- 
ni , astrazione facendo dal proprio asse, da cui que- 
sti xooo zecchini infine devonsi^ togliere . Cosi pos- 
siamo fissare P attenzione su della sola retta -t-AB 
positiva , o sull’altra negativa — AC, facendo astra- 
zione dalla DA , a cui la prima si aggiunge , e da 
cui la seconda si leva . 

Ogniqualvolta venga data una quantità sola , 
questa tacitamente suol considerarsi come aggiun- 
ta ad un’ altra qualunque già preesistente , oppu- 
re come unita allo zero . Dunque tal quantità ve- 


Digitized by Google 


Dell’ Addizione e Sottrazione . *5 

aiendo in simile guisa considerata, come in istato di 
unione , la diremo positiva ( n. 34 ) • Venga per esem- 
pio dato il numero concreto 8 zecchini: o questi 8 
zecchini suppongansi consegnati a qualcuno ,'e al- 
lora essi si considerano tacitamente come aggiunti 
al Patrimonio di questo tale , o suppongansi esi- 
stere indipendentemente da qualunque persona, e 
in tal caso la stessa supposta loro esistenza li de- 
termina come aggiunti allo zero. Dunque sì nell’ un 
caso, che nell’altro essendo i nostri 8 zecchini con- 
siderati come in istato d’ unione , dovran dirsi quan- 
tità positiva. 

37. Scoi. 4 - Supponghiamo date due quantità 

S er esempio i due numeri io , 6 , e supponghiamo 
i unire il secondo di questi al primo nello stato in 
cui si trova; ne verrà il risultato ro-*-6 = 16 . Ora 
questo numero +6 è una quantità positiva, ed è 
nel tempo stesso una quantità per la ipotesi som- 
mata ad un’altra ( n. 18): dunque la quantità po- 
sitiva potrà considerarsi come una quantità in ista- 
to di somma . Supponghiamo al contrario , che dal 
io tolgasi il 6 , cosicché ne venga 10—6=4 : ( I ue “ 
sto —6 sarà quantità negativa, ma questa seconda 
operazione essendo opposta alla prima non è che una 
sottrazione ( n. 18 ) . Dunque la quantità negativa 
potrà riguardarsi come una quantità in istato di sot- 
trazione . Quindi è che volendo i Matematici indi- 
care con qualche segno lo stato positivo, e il ne- 
gativo delle quantità , 9 crvonsi dei segni dell’ ad- 
dizione , e della sottrazione , cioè dei segni — 
( n. 19), anteponendo il primo alle quantità posi- 
tive, il secondo alle negative; e così difatti ab- 
biam praticato negli esempi precedenti , e così fare- 
mo in avvenire . Avvertasi però , che la quantità po- 
sitiva allorché è sola , o quando è sul principio di 
una espression numerica suol anche scriversi per 
maggiore semplicità senza alcun segno sottintenden- 
dosi il •+■ . 
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28. Scoi. 5 . Essendo lo stato negativo diretta- 
mente opposto al positivo , ne viene , che lo stato , 
e il senso indicato dal segno •+• sarà opposto a quel- 
lo indicato dal segno — ; e il primo di questi ac- 
cennerà doversi prendere la quantità, a cui si rife- 
risce , nello stato, in cui si trova, il secondo nello 
stato contrario , 

29. Scoi. 6. Supponghiamo, che il creditore dei 
loco zecchini vada ritirando a poco a poco i denari del 
suo credito , e gli spenda fino ad estinguere allatto 
il credito, ed a consumarlo. Inoltre supponghiamo, 
che cominci costui a fare dei debiti , e giunga a far- 
ne uno insino di 1000 zecchini . In tal caso il cre- 
dito del nostro Uomo , ossia la quantità positiva dei 
1000 zecchini va gradatamente scemando lino a di- 
struggersi totalmente, e divenire zero; e poscia co- 
minciano a nascere le quantità negative , cioè i de- 
biti , le quali giungono sino ai 1000 zecchini . In 
questa supposizione vedesi , che noi gradatamente ci 
portiamo da una serie di quantità positive ad una di 
negative, e ciò facciamo passando per lo zero . 

Supponghiamo che scorrendo il punto B verso 
A (IV) vada scemandosi la lunghezza della AB, ossia 
della quantità positiva , che abbiam considerata ag- 
_ giunta alla DA , quando questo punto scorrendo ar- 
ti riverà in A , allora la quantità aggiunta diverrà ze- 
ro . Supponghiamo di più che il punto supposto se- 
guiti a scorrere verso C , cominceranno così a for- 
marsi delle quantità negative, le quali diminuiran- 
no la lunghezza della DA , e lo zero frattanto sarà 
termine fra le quantità positive AB, e le negative 
— AG . 

Nel modo medesimo in ic-*-6=i 6 se vogliasi che 
il 6 , scemando continuatamente , passi dallo stato 
positivo al negativo; nel punto, ove succede il pas- 
saggio, nulla dovendosi aggiungere, nè levare , ver- 
rà al io ad unirsi lo zero, e perciò lo zero sarà un 
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confine tra queste quantità positive, e negative. 

Quanto abbiamo detto in questi tre casi , dicen- 
dosi evidentemente in egual modo di tutte le quan- 
tità positive, e negative, ne viene, che mentre si 
voglia, col diminuire continuatamente una quantità , 
passare dal suo stato positivo al negativo, si dovrà 
sempre passar per lo zero, e quindi Io zero è sem- 
pre nn termine collocato tra le quantità positive , 
e le negative . 

30. Scol. 7 - Sogliono i Matematici chiamare le 
quantità positive maggiori dello zero , e le negati- 
ve minori . Può questo a prima vista sembrare un as- 
surdo , ma ciò vedremo essor vero nella seguente ma- 
niera . Unendo un dato numero positivo ad un altro 
può questo aggiungersi nello stato , in cui si trova , 
ossia in istato di somma, e può al contrario aggiun- 
gersi nello stato opposto, cioè in quello di sottrazione 
( n. 1 8 ) ; ora quest’ ultima maniera di unire nel modo 
comun di parlare suol piuttosto dirsi togliere ; rite- 
nendo però i Matematici soltanto l’ idea di aggiungere , 
sia nello stato di somma, o in quello di sottrazione; 
egli è in questo senso, che si verifica la loro sovrac- 
cennata maniera di dire. Uniamo infatti successiva- 
mente al numero 3 gli altri 3,a,i,o, — i,— a,— 3, ec. , 
ne verranno i risultati 8-t-3=ri, 8 -+- 2 =ìo, 8 -t-l=q , 
8 -»-o= 8 , 8 — i = 7 , 8 — 2 = 6 , 8 — 3=5, er. Ora se a un dato 
numero altri se ne aggiungano , tanto saranno questi 
ultimi minori, quanto sarà minore la somma, che ne 
risulta . Dunque avendosi i r>io>q> 8 > 7 > 6 > 5 > ec. , 
ne verrà ancora 3 > 2 >i>o>— i>— - 2 >— 3 ec. ; e per 
conseguenza le quantità positive i,a,3, ec. saranno 
>o , e Jc negative — t, — 2,-3 , ec. <o , anzi mentre 
le quantità positive divengono sempre maggiori , 
quanto più si scostano dallo zero, le negative all* 
incontro , quanto più si allontanano dallo zero , di- 
veutan sepipre minori . 

31. Scoi, 8. Abbiansi più numeri fra loro som- 
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jnati , o sottratti: possono questi essere determina- 
ti , ed indeterminati ; se sono determinati come per 
esempio i numeri dell’espressione io— 8-1-7, posso- 
no sempre ridursi ad un numero solo , e infatti es- 
sendo 10—8=2, e 2-4-7— g, sarà 10—8-1-7=0 : ma non 
succederà già cosi , se i numeri siano iudetermina- 
ti , se vengono espressi con lettere ( n. n). Invece 
dei numeri 10,8,7 esistano nell’esempio precedente 
le lettere a, b, c, ne risulterà la quantità a — b-t-c evi- 
dentemente non riducibile ad un solo numero . Quin- 
di nasce per la massima parte la differenza del cal- 
colo numerico dal calcolo letterale , e quindi aloune 
denominazioni delle quantità algebraiche . 

32 . Def. 4. Qualunque espressione di quantità 
fatta con lettere dicesi Quantità algebraica , o al- 
gebrica , o letterale ; tale è la espressione ’iax—bc-4-d, 
e qualunque parte di questa compresa tra i segni -t-, — 
chiamasi Termine. 

Qualunque quantità poi algebraica formata di 
un solo termine , come la ab , 0 I’ altra — 4/zr di- 
cesi semplice , incomplessa o Monomio ; e chiamasi 
composta , complessa , o Polinomio , se costa di più 
termini: tali sono le quantità a— b , 3ac-t- bm — cd . 

Il Polinomio finalmente si dice particolarmente Bi- 
nomio , Trinomio , Quadrinomio , ec. secondo che è 
formato di due , di tre, di quattro , ec. termini . , 
Ciascun termine positivo è affetto del segno -+- 4 e 
ciascun negativo del segno — ( n. 27 ) ; i termini 
positivi posti sul principio delle quantità soglionsi 
però scrivere senz* alcun segno ( cit . n. 27), come 
vedesi negli esempi precedenti . 

33 . Probi. 1. Sommare due, o più quantità al- 
gebra! che fra di loro . 

Sol. Altro non essendo il sommare una quan- 
tità con un’ altra , che 1’ unire la prima con que- 
sta nel senso, in cui si trova ( n. 18); ne viene 
che otterrò la somma cercata, unendo insieme le 

da- 
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date quantità eoa i segni loro naturali. Seie quan- 
tità da sommarsi siano le due a, b—^c , 1’ aggrega- 
to sarà a-*-b — e se siano le due iab— ^cd+óa c, i<tb 
— 3 ax—2cdj l'aggregato sarà 3ab~r^cd-^òax-*-jub—iux 
— 2,cd , 

A maggiore rischiari mento consideriamo la som- 
ma delle prime due quantità a , i — c . Unendo b ad a, 
è chiaro che si ottiene a-*-b ( n. 19); ma aggiun- 
gendo il solo numero b, aggiungo più del dovere , 
poiché aggiunger devo b diminuito di c; dunque da 
c-4-ù dovrò togliere c , onde avere !’ aggregato olia 
si domanda; e però questo sarà — c . 11 discor- 

so medesimo si potrà egualmente fare in qualunque 
altro caso . 

Se le quantità da sommarsi fossero più di due , 
la operazione è sempre la medesima . 

34. Probi, a. Sottrarre una qualunque quantità 
algebraica da un'altra. 

Sol. Essendo la sottrazione un’ operazione af- 
fatto opposta all’addizione (n. i3); se questa si ese- 
guisce , unendo la quantità da sommarsi eoa 1’ al- 
tra nel senso, in cui è (n. prec.), quella dovrà 
eseguirsi, unendo la quantità da sottrarsi alla pri- 
ma, prendendola nel senso contrario : otterrò dun- 
que la differenza , che si ricerca , unendo insieme 
le due quantità date, dopo aver mutati i segni al- 
la quantità da sottrarsi . Sia da sottrarsi la quanti- 
tà b—c dall’ altra a, ne verrà il residuo a— ; /-vr, e 
se sia da sottrarsi la quantità 3ab—n£X-t-Sbx dall’ al- 
tra 5ab-+-3ac—5bx , ne risulterà per la differenza ia 
quantità 5 oi-v* 3 a c— 1 hx—3ab-+-?xix — 3 bx . 

Considerando , per maggiore chiarezza , la sot- 
trazione di i — c da a ; se io voglio sottrarre «la a 
la sola quantità b , ne verrà chiaramente il risulta- 
to a — b ( n. 19 ); ma sottraendo la solai, sottraggo 
più del dovere , poiché non devo già sottrarre b , 
ma b diminuito di c ; dunque aggiungendo questa 

Algebra, a 
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Quantità e , che manca , ne verrà a— Z»-*-e per la dif- 
ferenza richiesta . Lo stesso si dice qualunque sia la 
quantità da sottrarsi . 

35. Scoi. 9. 1. Preso un Polinomio qualunque, per 
esempio il Polinomio za-t-ib — 5c , osservo non altro 
rappresentarsi da questo, che quella somma, la qua- 
le risulta dalla unione delle parti a a, 7 b } — 5c (n. 33) . 
Ora anche P espressione 7&-»-aa— 5c rappresenta la 
somma delle stesse parti, e cosi l’altra — 5c-4-aa-t-7&, 
cosi la terza 7#— 5c-»-aa, ec. Dunque tutte queste espres- 
sioni za-t-jb— 5c, ib-+-za— 5c, — 5e-*-a<z-+-7&, 7 b — 5c-»-aa, 
ec. rappresentando una medesima quantità, sarà in- 
differente lo scrivere Luna invece dell’altra, ossia 
sarà nel dato Polinomio indifferente lo scrivere pri- 
ma un suo termine , piuttosto che 1’ altro : ma ciò 
stesso si dice evidentemente di tutti gli altri Poli- 
nomj . Dunque in tutte le quantità complesse po- 
tremo dare ai termini quell’ ordine , che si vuole . 
Gli Algebristi però amano, per sola semplicità , por»- . 
re sul principio un termine positivo , quando vi 
sia , e quando il calcolo, ed i raziocina non esiga- 
no il contrario . 

II. Prendasi la quantità ìab-~fycd~+-bax-*-~;ab— 

3 ax — ird , ottenuta nel ( n. 33 ) , e in conseguenza 
del ( prec. I ) scrivasi il termine 7 ab presso 3 ab , 
l’altro —icd presso —4 cd , e —$ax vicino a 5 ax\ on- 
de si abbia iab-*-iab—\cd—%cd-+-$ax—Zax . Ciò fatto 
osservo, che òab-\-nab—ioab,—^cd~- 2 .cd^z—(}cd,bax— 

3 ax—nax . Dunque sostituendo questi valori ugua- 
li, l’indicata somma si ridurrà alla espressione più 
semplice 1 cab — bed-t-zax . In eguale maniera ridur- 
rassi la differenza bab-*-Zac — f>bx — ìab-^iax—Sbx , ot- 
tenuta nel ( n. 34)» alla nab-*-'òac—icbx-4-!iuix, e il 
polinomio pn— ^ax-t~^ar-3ab^ax — 2 a all’espressione 
1 ia—^ab . 

36. Def. 5. I termini, cornei precedenti, qo, Aa, 
ovvero, òab—àab 3 ec. , i quali sono composti delle 
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stesse , e dello stesso numero di lettere, diconsi ter- 
mini simili. I numeri poi che posti nei termini in- 
nanzi alle lettere indicano quante volte vengono esse 
ripetute, diconsi coefficienti numerici, perciò il 7 
dicesi coefficiente del termine 7 ab , e il coefficien- 
te del termine cz = una volta cz si è 1 . 

37 . Cor. I. I termini simili per quanto si è det- 
to nel ( n. 36 ) potranno sempre ridursi a un ter- 
mine solo . 

II. A cagione di questa proprietà dei termini si- 
mili si potranno facilitare le operazioni dell’ Addi- 
zione , e della Sottrazione , scrivendo nelle stesse 
linee verticali i termini simili , come apparisce nei 
due esempi sottoposti 

qab-*--\cd-*-óaxz’—6bd 
ùfdb — 3 cd -^-òbd—Smn 

2 .ab-*-o.cd-*-\axz -+-3/7177— 5ar 

Som. 1 5ab-*-$cd-*-ocxz * — imn — Sac 

'imn — 5mx—3ny -+- iyxmy 
— S/ra/ 7 — 5mr -+- 2 / 7 y -s-àpuny 

Diff. mnin * —òny <\anìy — 4 /// ny 

III. Nell’addizione di una quantità negativa ri- 
tenendo questa il segno — (n. 33), e nella sottra- 
zione il segno — cangiandosi in -+• ( n. 34 ) , vede- 
si , che il sommare una quantità negativa, equivale 
al togliere il valore della quantità medesima , ed 
il sottrarla equivale all’ aggiungere il valore in- 
dicato . 

38. Esempio 3 . Trovare due numeri tali , che 
la loro somma sia 35, e la differenza 11 . 

Sol. Chiamati x , y i due numeri richiesti, sa- 
rà per la ipotesi ar-+-jyz=35 , x—y— 1 r : ma se a due 
quantità uguali si aggiungano , o tòlgano due quan- 
tità uguali , i risultati sono uguali ; dunque aggiun- 
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gendo, e togliendo successivamente alle due quan- 
tità x-*-y , 35 le altre due x—y , ti si avrà 
x -*-y — 35 x -*• y ~ 35 

x — y=ii x — y = » i 

xx =46 xy = 24 

e per conseguenza dovendo essere anche uguali le 
metà di questi risultati sarà x—x 3 ,y=ix, e però 
i due numeri richiesti saranno i due a3 , ja. 

89. Scol. io. Invece di supporre 35 la somma, 
e 1 1 la differenza de’ due numeri domandati x, y, 

J otevasi egualmente supporre, che la somma, e la 
ifferenza data fossero altri due numeri qualunque, 

J ier esempio 47, i3; 28, io; ec., e in generale che 
a somma fosse a, e la differenza b : avendosi in 
questo caso x-t -yzzi , x—y=zb , sommando , e sottraen- 
do come nel ( n. prec. ) ne verrà zx—a-*-!t, %y—a — b . 
Da queste due espressioni avremo la soluzione del 
Problema in qualunque caso : di fatti se a = 47, e 
b— 13, sarà 2x=47-+-«3=6o, 27=4.7 — 1 3= 34 » e P cr ® 
x=3o , _y=i 7 : se 0=28, ò= io, ne verrà 22= 28-4-1 o 
=38, 27=28—10=18, e quindi #=19, 7=9 , ec. 

40. Cor. Da ciò si vede , che si possono nelle 
Equazioni introdurre altre lettere oltre le incogni- 
te , e in conseguenza di questo si è convenuto tra i 
Matematici di segnare le quantità incognite con le 
ultime lettere dell’alfabeto t,u i x } y } z' ì e le al- 
tre con le prime a , b , c , ec. 

41 . Esempio 4- Di due persone A , B la prima 
dice alla seconda ; se voi mi date 4 dei vostri scudi , 
io allora avrò tanti scudi , quanti ne restano a voi ; 
e B risponde ad A : e se voi ne date a me io dei 
vostri , i miei scudi divengono il triplo di quanti 
ne avete presentemente . Si domanda quanti scudi 
abbia ciascuno . 

Sol. Siano x gli scudi di A , ed 7 quelli di B . 
Poiché dando B 4 suoi J scudi ad A , questi 
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viene ad avere tanti denari , quanti ne restano a 
quello, sarà y— 4=^-+-4 • Inoltre mentre B riceve da 
A io scudi, poiché egli viene ad avere il triplo dei 
denari di questo ; ne segue evidentemente che da- 
vrà essere y-f-ic=3ar . Avendosi dunque 

y 10 — 3 x 
ed y — 4 = x ■+■ 4 
sarà sottraendo 14= 2^ — 4 

e aggiungendo il 4 da amendue le parti , sarà 
i4-*-4=atf , ossia 18—2X) e, presone le metà, xzzg . 
Ora le cose uguali si possono sostituire; ponendo 
dunque in y— 4=x-+-4 luogo di x il 9 , ne verrà 

y~4= 9-4-4^! 3 ,e aggiunto da amendue le parti il 
4 avremo y— 17. Gli scudi pertanto di A sono 9, 
e quelli di B 17, come si può agevolmente verifi- 
care . 

4a. Cor. Considerando 1* equazione i4<=aar— 4 otte- 
nuta nel (ri. prec.) , come l’altra pure_y— 4=1 3, vedesi 
che abbiamo trasportato da un membro all’ altro il 
numero 4 j e cangiando semplicemente il segno — in -+* 
ne abbialo ottenute le Equazioni, zx,yzzi5 

■+•4; e nei (n. ar, 22) abbiam trasportato nell’ Equa- 
zione x -4- i5 = 4o 11 *5, e nell’altra ix -t* 5o =: 1 5o 
il 5onel secondo membro , mutando il segno ■+• in—, 
c ne abbiamo ottenute le nuove Equazioni xxz 40 
— i5 , 3x=i5o — 5o : frattanto nell’ un caso , e 
nell* altro 1' uguaglianza si conserva . Ora si potrà 
egli , siccome nelle precedenti, trasportare in qua- 
lunque Equazione da un membro all’altro i diver- 
si termini , senza turbare 1’ uguaglianza ? Rispon- 
do, che sì ; purché nei termini, che si trasporta- 
no , si cangino i segni , cioè il *4- si cambi in — , 
ed il — in -4- . Difatti con tale operazione non fac- 
ciamo mai che aggiungere, o togliere quantità ugua- 
li ad altre - uguali , siccome apparisce nei citati 
{n. ai , aa, 41 ). 
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43. Esempio 5. Date 4 ° j (in generale a ( re. 4°) )> 
oarte «la giuoco , formo con queste 5 ( in generale 
b ) mazzetti con la seguente regola ; osservo quan- 
ti punti segninsi in una delle carte , colloco que- 
sta sulla tavola, e sovrappongo 'ad essa tante altre 
carte , quante unità mancano ai punti osservati 
per giungere al io; se i punti osservati fossero per 
esempio 6 , aggiungerei 4 carte . Formati in simile 
guisa i 5 , ovvero b, mazzetti , e supposto , che ne 
avvanzino 12 ( in generale c ) carte, domandasi 
quale sia la somma di tutti i punti , che sono 
inarcati in quelle carte, di tutti i mazzetti, che 
toccano la tavola . 

Sol. Chiamata x la somma domandata , sup- 
pongasi per un momento, che i punti osservati si 
considerino come altrettante carte. In questa ipo- 
tesi le carte di ciascun mazzetto sarebbero tante 
di numero, quanto è il numero dei punti -+• la car- 
ta , in cui son marcati i punti medesimi -+- le carte, 
che sonosi aggiunte per arrivare al io. Dunque iq 
ciascun mazzetto entrerebbero 1 1 carte , come ap- 

f mnto apparisce nel sovraesposto esempio, in cui si 
la 6 ■+■ 1 -4- 4= 1 j , e per conseguenza in 5 ovvero 
b mazzetti entrerebbero corrispondentemente 5 volte 
11 =55, ovvero b volte 11 , che indicherò scriven- 
do li b carte. Ora in questo risultato 55, oppure 
nb vengono evidentemente espresse tante carte di 
più di quelle, che attualmente esistono nei 5, ovvero 
b mazzetti , quanta è la somma dei punti segnati 
nelle prime carte de 1 mazzetti medesimi » Dunque 
essendosi tal somma chiamata x, la quantità 55 — x, 
oppure iìb — x rappresenterà il numero delle cartq 
realmente impiegate nella formazion de’ mazzetti ; 
ma da un simile numero sono per la ipotesi avvan-, 
zate 12, ovvero c carte: dunque essendo il nume- 
ro totale di queste 4° > e i n generale a , avremo, 
F Equazione 55 — x 12 = 40 , e in generale nb — » 
x -t- t = a . 
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Trasporto in queste due Equazioni il numero 
x nel secondo membro , e rispettivamente i nume- 
ri 40 , a nel primo ; risultandone 55 ■+■ 12 -40 = *, 
1 1 b -+• c — a —x (>*. 42 ) , avremo per la soluzione del 
Problema proposto , nel caso particolare x = 27 , e 
nel generale x — 1 ih ■+■ c —a . 

44. Scol. 11. I. L'Equazione x—z'i ci dice, che 
essendo 5 il numero dei mazzetti, 4 ° il total del- 
le carte, e 12 quello delle carte avanzate, il nu- 
mero dei sovraindicati punti è 27 , e nulla oi dice 
di più: ma l’altra Equazione r= nfr+c — a , ol- 
tre il somministrarci la soluzione del Problema, co- 
me si è accennato nel ( n. 89 ) , qualunque siasi il 
numero delle carte tutte, quello dei mazzetti, e 
quello delle carte avanzate, ci somministra inoltre 
una regola generale, onde in qualunque caso si pos- 
sa con sollecitudine indovinare la somma degli ac- 
cennati punti: per ciò ottenere, dalla 1= ni + c 

— a si vede , che basta moltiplicare lo 1 1 pel nume- 
ro dei mazzetti, aggiungere al prodotto nb il nu- 
mero delle carte restate, dalla somma iib-t-c che 
se ne ottiene, sottrarre il numero total delle car- 
te; e il risultato ultimo nb~*-c — a esprimerà la 
somma domandata. Il potere stabilire nella manie- 
ra ora indicata delle regole di calcolo , e delle 
proprietà generali costituisce uno de’ più grandi 
vantaggi, ehe traggonsi dal calcolo letterale. 

II. Riprendasi 1 ’ Equazione nb — x -f- crza 
del ( n. 43 )j e trasportiamo in essa dal primo al 
secondo membro i termini nb, c, ne verrà — x 
= c — 1 j b — c (n. 42), ossia — x — —I ib — c-*-a (I. n. 35 ) ; 
ma paragonando essa con l’Equazione x— nb -+- c 

— a ottenuta sul fine del ( n. 43 ) , veggo , che i 
termini di quella non sono che i termini di que- 
sta , cambiatine i segni. Dunque se nella — — 
nb — c a cangierò i segni a tutti i termini, 1 ’ u- 
guaglianza non turbasi punto. E facile a vedersi. 
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die questa’ proprietà appartiene a tutte P Equazio- 
ni : imperocché supposta per esempio la Equazio- 
ne A — B — C = — D-*-E, trasporto i termi ni del 
primo membro nel secondo , e quei del secondo 
nel primo, si otterrà D — E — A -4- B-4-C (/?.. 42 ) ; 

ma egli è evidentemente lo stesso il dire D — E ugua- 
glia — A-eB-t-C, cd il dire — uguaglia D — E. 
Dunque sarà ancora — A-4- B -4- C = D — E, e per con- 
seguenza avendosi A — B — C = — D-+-E, ed insie- 
me — A B -e C = D — E, ne segue che ec. 

CAPO IL 
Della Moltiplicazione . 

45. D ef. 1. La Moltiplicazione è quella operazione» 
per cui un numero qualunque vien ripetuto quanto, 
e come viene indicato da un altro. Il primo di 
questi numeri dicesi Moltiplicando , Moltiplicatore 
Y altro, ed amendue insieme i Fattori , chiaman- 
dosi Prodotto il numero , che risulta dalla opera- 
zione . 

Per indicare la moltiplicazione , tra i fattori si 
pone un punto , od il seguente segno X , oppure 
i fattori . si pongono fra parentesi ; e tali segni si 
leggono moltiplicato in: perciò sarà 4-5=20,7X8 
= 56 , 9X(4+ 2 ) = 54, ( 6 -4- 2) 5 =40 , ( 3-1-2) (6-4-4) 
= So . 

46. Probi. 3. Determinare nella moltiplicazio- 
ne di due numeri il segno da prefiggersi al pro- 
dotto . ; 

Sol. Poiché il moltiplicando deve replicarsi nel 
senso , che viene indicato dal moltiplicatore (». 4- r »)} 
osservo, quale sia il segno di questo sere odo Jat- 
tore . Se tal segno è positivo, pel ( n. 24) dovrò 
nella operazione replicare il moltiplicando , pren- 
dendolo nello stato in cui si tro\a. Duuque il pro- 
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dotto mi risulterà positivo, o negativo, secondoo 
cliè positivo, o negativo è il moltiplicando . Che 
se il segno del moltiplicatore è negativo: doven- 
dosi pei citati ( n. 4-5 , 24 ) ripetere il moltiplican- 
do in un senso contrario a quello, in cui si ritruo- 
va , il prodotto che ne viene sarà negativo , se il 
moltiplicando è positivo, e se questo è negativo, 
il prodotto sarà positivo . 

i.° Sia il numero io , oppur 1 ’ altro — 7 da 
moltiplicarsi per -+-4* Essendoli moltiplicatore -4-4 
affetto del segno ■+-, dovrò prendere il moltipli- 
cando io, oppure — 7 le volte e di più pren- 
derlo nel senso, in cui è; dunque sarà io X 4*- 4 °» 

— 7 X 4=— 38, 

a . 0 Sia —5 il moltiplicatore, e -4* 8 il moltipli- 
cando ; dovrò in questo caso replicare il numero 8 
le volte indicate dal — 5 , e di più essendo il mol- 
tiplicatore alletto di segno negativo , dovrò pren- 
dere il 8 nel seuso contrario al suo proprio ; 
quindi avremo -4- 8 X ■— 5 = — 40 . 

3 .® Finalmente sia — 9 il moltiplicando, e — 3 
il moltiplicatore : in questa supposizione , essendo 
il moltiplicatore di segno negativo dovrò prendere 
il moltiplicando in senso contrario al suo proprio, 
onde avendosi il moltiplicando di segno negativo , 
sarà il prodotto di segno positivo , e però sarà 

— 9X— 3 = 4-47. ' 

A rischiarimento ulteriore osservisi , che nel 
primo caso prendendo 4 volte la quantità positiva 

10 , o 1’ altra negativa — 7, è per se evidente , che 

11 risultato' sarà in corrispondenza -+- 10-4-10-+- io 
-4- 1 o = -4- 4 ° 5 oppure •—7»— 7 — 7 — 7 = — 28. Nel 
a° caso dovendosi negar 5 volte la q«antità positiva 
8 , il prodotto non potrà essere che — 1 8— 0— 8 —3 —8 
= — 4 ° • Nel 3 .° caso finalmente il negare tre volte 
una quantità negativa essendo evidentemente lo 
stesso che prenderla tre volte positivamente , ne 
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verrà il risultato -+*9-+-9-+-9 = 27. Dunque la re- 
gola pei segni sarà : che il prodotto dev’ essere sem- 
pre positivo, mentre i due fattori abbiano lo stes- 
so segno , sia questo -+- , sia — ; ma quando i fat- 
tori hanno segno diverso , il prodotto deve inallo- 
ra essere sempre negativo . 

47 - Cor. I. Un qualunque prodotto positivo per 
esempio 35 potrà considerarsi nato egualmente da 
due fattori positivi , che da due negativi ; perciò 
sarà tanto 35 = -+- 7.-+- 5 , quanto 35 = — 7.-5, e un 
prodotto negativo per esempio — 21 potrà conside- 
rarsi tanto = — 3.7, quanto =3.-7. 

II. Moltiplicando insieme più numeri, il prodotto 
sarà sempre negativo , se il numero dei fattori ne- 
gativi è dispari , e positivo se il numero dei fattori 
negativi è pari . Così sarà 3 . — a. 5 .— 4 - — 7 840 , e 

4. — 5 . — 6. 2 = 240 . 

48. Teor . Nella moltiplicazione dei numeri iir- 
leri qualunque dei due fattori si faccia moltiplica- 
tore , il prodotto è sempre il medesimo . 

Dim. Rapporto ai segni ciò è evidente dal 
(n. 4 ò). Rapporto poi al valore dei due fattori ; 
sia un intero qualunque , per esempio il 9 , da mol- 
tiplicarsi per un altro intero qualunque , per esem- 
pio , pel 4 • Poiché si ha 4 = 1 •+■ 1 •+• » *»*i * sarà 
9 X 4 = 9 X( ) : ma egli è evidentemente 

Io stesso prendere un qualsivoglia intero , nel sup- 
posto esempio , il 9 una volta , o prendere 1 que- 
ste nove volte ( n. 8 ) . Dunque avendosi 9X1 = 
1X9» sarà tanto qX(i-H+i+i) , quanto (i+i+i+i)X9 
= 9-+- 9 -+-9-+- 9= 36 ; ma ciocché si è detto di questi 
due interi dicesi degli altri tutti egualmente . Dun- 
que ec. • 

49* Cor. I. Poiché è indifferente il fare mol- 
tiplicatore uno qualsivoglia dei due fattori ( n. prec .) ; 
pel (n. 43) si vede , che il prodotto conterrà sem- 
pre uno dei fattori , quante volte e come vengono 
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indicate dall’ altro , e però se uno dei fattori di- 
venta doppio , triplo , ec. oppure la metà , la teiv 
za parte , ec. , tale diverrà pur anche il prodotto . 

II. Di due quantità uguali dovendo essere fra 
loro uguali anche i doppj , i tripli , cc. , le metà , 
le terze parti , ec. , ne segue , che se queste due 
quantità vengono moltiplicate per uno stesso nu- 
mero , ancora i prodotti deggiono risultare uguali 
fra loro . 

5o. Esempio 6. Un Artefice ha fatte pagare per 
once 6 d'oro, e 12 d’ argento Lir. 3i6, ed altra 
volta per 3 onoie d’oro , ed 8 d argento ha fatte 
pagare Lir. 424 • ^ domanda a qual prezzo ha Egli 
posta 1’ oncia d’oro, ed a quale quella d argento. 

Sol. Sia x il valore dell’oncia d’ oro, ed y il 
valore dell’ oncia d’ argento . Se un' oncia d oro 
costa x , 6 once vaieranno 6x , e se il valore di 
un’ oncia d’ argento è y , quello di 12 once sarà 
12 y. Dunque sarà 6ar-+- xay — 816. Nella stessa 
maniera ritrovasi 3# ■+• 8 y — 4 a 4 • Moltiplicando 
ora entrambi i membri di questa seconda Equazio- 
ne per 2 otticnesi 6x -h 16 y — 848 ( II. n. prec. ) , e 
togliendo dalle due quantità óa; -+- i6y, 848, risul- 
tateci fra loro uguali, le altre due 6x iay, 816 
parimenti uguali tra loro 

6x-+- i6y~ 848 
6x-+- 1 ay — 3 1 6 


ne viene 4J — 3a . , 

Dunque sarà y=8. Pongasi ora in 3* + 8y _ 4*4 
il numero 8 invece di y, risulterà 3a?-+-« 64— 424, 

quindi 3* = 424 — 64 ( «-4 a ) > 0S9 ! a ?? = ? 6 ° ’ ® 
finalmente *=iao. Dunque 1 oncia d oro e stata 

pagata Lir. 120 , e quella d’ argento Lir. 8. 

F b 5i. Scol. Come nel ( n. prec.) potremo sem- 
pre , date due Equazioni , con due incognite , tro- 
varne una terza con un’ incognita sola . 

Siano a cagion d’ esempio le due Equazioni 
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’5:r-t- 8j — 3o ,4-r — 6y = 18, e vogliasene ritrovare 
una terza, ove non esista che la sola y, ossia, co- 
me suol dirsi , vogliasi da queste togliere od elimi- 
nare la x . Moltiplico perciò la prima Equazione 
pel 4 coefficiente della x nella seconda , e pel 
( II. n. 49) ottenutone aox-*- 3aj = aoo , moltipli- 
co pure la seconda Equazione data pel 5 coeffi- 
ciente della x nella prima, e il risultato acx — 
307=90 lo scrivo al dissotto dell’ altra Equazione 
ottenuta , e sottratta quella da questa , ne vie- 
ne la terza Equazione 62 y —ito, ove più non 
esiste la x .* Volendo poi dalle date Equazioni eli- 
minare la y , moltiplico la prima 5 x-k8_7 = 5 o pel 
coefficiente 6 della y nella seconda , e moltiplico 
la seconda 42: — 6 y = 18 pel coefficiente 8 della y 
nella prima , e sommati insieme i due risultati 
3 ox •+■ 48/ = 3oo > 3 *x — 487 = i 44> ne nas ce la ter- 
sa Equazione 622; = 444 non più contenente la / 
5 x -4- 3 y — So 
4-r — 67 = r 8 

&ox 32 y — i'co 3 òx ■+■ 4 87 — 3c® 

jfir — 3oy — qo 3 -ix — 4 ^.y— J 44 

O27 = 1 1 o ba j: 2= 441 

Qualunque siano le Equazioni date , potremo 
sempre coll’ accennato metodo ottenere la elimina- 
zione di ciascuna delle incognite , avvertendo >- ri- 
dotte col mezzo del («. 4 >) amendue le incognite nel 
primo membro, e ciascuna in un termine solo , e 
latte le sovràesposte moltiplicazioni , di sommare 
insieme le Equazioni , quando 1’ incognita da eli- 
minarsi lia segno diverso nelle due Equazioni, e 
di sottrarre 1’ una dall’altra , quando ha il medesi- 
mo segno. Per piccola riflessione che vi faccia può 
ognuno vedere facilmente da se la ragione di si- 
mile operazione . 

5a. Probi. 4. Moltiplicare insieme due quantità 
•empiici algebraiche* 
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Sol. Nella moltiplicazione delle quantità alge- 
braiche converrà aver attenzione ai segni, ai coef- 
ficienti , ed alle lettere . f 

Siano a , b le due quantità da moltiplicarsi ; 
poiché per la loro natura non può attualmente repli- 
carsi la quantità ale volte rappresentate da b, corno 
può eseguirsi tra le quantità numeriche , si è con- 
venuto fra i Matematici di considerare eseguita la 
moltiplicazione, colla sola unione delle lettere senza 
frapporre segni , e però ab rappresenterà il prodot- 
to di a per b . Supponghiamo ora , che il fattore a 
divenga per esempio 3 a; dovendo perciò divenir 
triplo anche il prodotto ( I. n. 49), questo diven- 
terà iab : che se il fattore b divenga aneli’ esso per 
esempio Sb , pel citato ( I. n. ^q), il prodotto do- 
vendo farsi quintuplo, si cangierà in j 5 ab: il pro- 
dotto adunque di 3a per 5 b sarà i5 ab. Ora qua- 
lunque siano i coefficienti di a, e di b, il discor- 
so si fa sempre il medesimo ; dunque nella molti- 

J dicazione di due Monomj devesi al prodotto del- 
e lettere premettere il prodotto de’ coefficienti . 

Finalmente rapporto al segno da prefiggersi al 
prodotto , dovrà evidentemente seguirsi quanto si 
e detto al ( a. 46 ) . 

53. Scol. 2. I. Pel (n. 48 ) è chiaro essere in- 
differente lo scrivere nel prodotto ab, o ha; siatn 
però soliti per sola semplicità scrivere le lettere se- 
condo l’ordine dell’alfabeto. 

II. Siano date da moltiplicarsi insieme le quan- 
tità 5 m , — jftj — 4 P • avendosi 5 m X — %n — — 1 o/rara, ( 
e — icmn X — 4p = -♦- i\omnp , sarà Sm X — ara X — 4/? 

— — torna X — 4 p — ~*~ 40 mnp . 

III. Debba moltiplicarsi la quantità a per se 
medesima, il prodotto sarà aa ; questo si moltipli- 
chi di nuovo per a , otterremo il* risultato aaa ; se 
questo prodotto si moltiplichi nuovamente per a , 
ne verrà la espressione aaaa , e cosi di segui- 
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io . Per abbreviare queste espressioni , invece di 
aa , aaa , aaaa , ec. i Matematici sono soliti di 
scrivere a % a 3 , a 4 , ec. ponendo in capo , e alla 
destra della quantità , che si moltiplica per se me- 
desima , un numero , che esprima le quante vol- 
te vien essa replicata . 

54- Def. a. Moltiplicando successivamente una 
qnantità qualunque a per se medesima, i prodotti 
a», «3, a+, ec. si dicono potenze , o potestà della 
quantità a; i numeri 2, 3, 4, ec. si chiamano i 
loro esponenti, 0 indici ; e le potenze si dicono 
del 2. 0 , del 3.° , del 4° ec - grado secondo che gli 
esponenti sono i numeri 2, 3, 4, ec. ossia secon- 
do che la a nella moltiplicazione è replicata 2 , 
3 , 4 » ec. volte. La potenza seconda suole anche dir- 
si quadrato , la terza cubo , la quarta quadrato- 
quadrato . 

55. Scoi. 3. I. Una quantità , come la a , la 
quale non abbia esponente espresso , per analogia 
intendesi che abbia per esponente P unità , cosic- 
ché a — a* . 

II. È facile il conoscere la differenza che pas- 
sa tra il coefficiente , e P esponente , quello mo- 
stra le quante volte una quantità vien ripetuta 
sommandosi con se medesima, questo indica quan- 
te volte vien replicata tal quantità , mentre si mol- 
tiplica con se stessa: sarà Sa = a •+■ a -t-a,a 3 = a. a. a 
e se a — 4, sarà Sa — 3.4 = 4- + *4" t ‘4 — 1 2 .> eda 3 ss 

4 3 = 44-4= 6 4* 

56. Probi. 5. Moltiplicare insieme due potenze 
qualisivogliano d’ una medesima lettera. 

Sol. Siano ò a , & 5 le due potenze da moltipli- 
carsi , otterrò il loro prodotto sovrapponendo alla 
quantità b la somma dei due esponenti, e sarà, per 
conseguenza b * X b 3 zzb 2 *" b = b" 1 . Difatti il molti- 
plicare b 5 con b 1 non è che aggiungere al b replicato 
a volte il b replicato le volte 5 ; nel prodotto adun- 
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que venendo il b ad essere ripetuto a -+■ 5= 7 volte, 
sarà esso — hi. Abbiamo b*—bb r b 5 zz bbbbb ; dunque 
sarà b 1 X b 3 —bbX bbbbb xz bbbbbbb xzb ' 1 . Lo stesso si 
dice qualunque altro esponente pongasi sopra la b . 

57. Scol. 4 - Se sia proposta a moltiplicarsi la 
quantità — \a a b 4 per 1’ altra — 6 a$b x c, il prodotto 
sarà per quanto abbiamo detto , a^u ò b 6 c . 

58 . Probi, ó. Moltiplicare fra loro due quanti- 
tà algebraiche composte qualunque . 

Sol. Scritto un fattore sotto dell’ altro; si mol- 
tiplichi secondo le regole stabilite nei (n. 52,56 ,57) 
ciascun termine del primo per ciascun termine del 
secondo ; si sommino insienfte tutti i prodotti , che 
se ne ottengono , facendo giusta il ( II. n. 37 ), la 
riduzione dei termini simili ; ed il risultato tota- 
le , che ne viene, altro non essendo , che la somma 
dei prodotti di tutti i termini del moltiplicando per 
tutti i termini del moltiplicatore, costituirà il prodotto 
richiesto. Pel ( I. n. 35 ) possiamo cominciare la opera- 
zione o a destra, o a sinistra. Siano gli esempj seguenti 
M P 

Gx % — box — 8b x 3 -*- ax 3 — ax ■+• a 4 


<)ax x — a 


54 ax 3 — òa*x 3 — 7 xabx 
N 
x-4-a 

x — a 

x 4 -t-ax 3 — a 3 x*-v- a 3 x 
— ax 3 — a 3 x*-*- a 3 x—al 
x 4 * — 2 a*x a -*- 2 ia 3 x—a 4 ' 

jc*- 4 -ax 

' 

— ax — a* 

l ■ 

x * ' * — a* 

9 b 4 — 7 b s m-¥- 8J*m*-+- 

7 h* — bm — 4 rn% 

Q 

5 bm 3 — m 4 

63 £ 6 — \c)b 3 m -+-56 b 4 m % -+-35 b 3 m 3 — 7 b*m 4 

— 9 ib 4 m * — 8 !.- 3 m 3 — 5 b a m*-t- bm 5 
—36 b 4 m* •+■ s 8 ’ 3 m 3 — 3 3.b *m 4 — lobirì* 


63 b 6 — itib 5 m-t-2.’2b A m* -*-job 3 m 3 —4M' 3 m 4 —igbm 3 -*-fyn li 
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59. Esempio 7. In un triangolo , di cui ignoro 
la lunghezza tanto delia base, come delia altezza, 
so che se aumento la base di 5 metri , e P altezza 
di 2, la sua area si accresce di 29 metri quadrati, c se 
accresciuta la base di tre metri, diminuisco l’altez- 
za di 4> 80 che la sua area, si diminuisce di 16 
metri quadrati . Domandasi quali siano 1 ’ altezza , 
la baso , e P area del supposto triangolo . 

Sol. Chiamato x il valor della base, ed y quel- 
lo dell’altezza, dai Principi Geometrici sappiamo, 
che il valore dell’area del supposto triangolo ugua- 
glia la metà del prodotto xy . Ora mentre si accresce 
di 5 metri la base x , e^i 2 l’altezza y, il valore dell’ 
area diviene uguale a tanti metri quadrati, quante 
unità si contengono nella metà del prodotto (r-+- 5 )X 
(r+i) = xy -t- 5 y -+- 2x ■+■ 10; e così quando la base di- 
venta x 3 , e P altezza y — 4 » 1 * area viene ad 
uguagliare la metà di ( r-*- 3 ) (y — 4) = xy~*~iy~~^x — 12 
metri quadrati . Dunque per le esposte condizioni del 
Problema dovrà essere xy-**jy-+- 2 .x-t-io^xy-i- 58 , xy-*- 
3 y — +x — 1 2=rv— 3 o , e però 5 y -+- 2.1=48 , 3 y — 4X =— 
a 8 . Col mozzo di queste due Equazioni elimino giusta 
i (n. 5 o, 5 1 ) prima la y, e poscia la x , e ottenute 
in filmile guisa le altre due a6u-= 234 , a 6 /=i 56 , 
poiché abbiamo 2.34=26.9, i 5 ó = 26.6, ne verrà 
ar=9 , jy = ó, e però di 9 metri lineari sarà la ba- 
se, di 6 l’altezza, e di 27 metri quadrati sarà l’area 
del proposto triangolo , come ognuno può agevol- 
mente verificare da se medesimo . 

60. Esempio 8. Richiesto quanti muratori io abbia 
in una fabbrica, che sto facendo , e quanto lavori 
ciascuno di essi , rispondo ; Il numero dei muratori, 
e il lavoro lor giornaliero è tale, che se aumentansi 
quelli di un numero a , e nel tempo stesso diminuis- 
casi questo giornalmente di b palmi cubici di muro 
per ciascun muratore ; oppure se si scemi di un nu- 
mero c il numero dei lavoratori, e nel medesimo 

tem- 
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tempo ciascheduno di essi faccia di più per ogni 
giorno d palmi cubici di muro ; il lavoro rimane 
sempre il medesimo . In conseguenza di ciò quanti 
sono i muratori , e quanti palmi oubici di fab- 
brica si costruisce giornalmente da ciascheduno di 

loro ? 

Sol. Sia x il numero dei muratori , y quello 
degli accennati palmi cubici di lavoro. Le condi- 
zioni del Problema daranno evidentemente le Equa- 
zioni (x-wt) (y — '/) = xy , (r — r)(y-+-/V) = xy , e però 
avremo ny — bx — abzz o, dx — cy — cdzzo. Affine di 
scuoprire il valore delle x,y, trasporto in queste 
due Equazioni i termini ab , cd nel secondo mem- 
bro , ed operando qui sotto , come è stato idsegna- 

to nei ( n. So, 5i ) , elimino prima la y , e poscia 

la x, o le due Equazioni adx — bcx ~ abe -+> aed , 
ady — • bey zz abd -+- bed, che ne risultano^ daranno la 
soluzione del Problema. Difatti supponghiamo per 
esempio az r 5 , bzzty, c —G , dzz i3 , onde sia 
{y — 4)= ry, (x— 6) (j-*- 1 ll)=xy: avendosi quindi ad =<)0, 
he zz 24, abrzz 120 , acd~~>ào, abd zz 36o , bedzzyòi, 
le ultime due Equazioni contenenti la sola x , e la 
sola y diverranno gox — <■ zz ; 1 2c-f-54° , 90 y —24 y 

s= 36o -4-432, e però 66x = 660, 66/ =3792, onde es- 
sendo 600 = 66.10 , 792 zz 66. 1 2 , ne verrà x = io, 
yzria , e per conseguenza in questo caso jc saran- 
no i muratori , e ciascuno d’essi farà giornalmente io 
palmi cubici di muro. Se alle a, b ,c, d si fossero 
attribuiti altri valori , avremmo nello stesso modo 
ottenute le soluzioni corrispondenti del Problema 
proposto. ay — bx — ab 

— cy -4- (Le — cd 

aey — bcx zznbc ady — bdx — abd 

-acy-*-adr zzacd — bey -+- bdrzz bed 

adx — ber zz àbc -+- aed ; ady — bey — abd-t-bcd . 
Ci. Scoi. 5.° I. Poiché moltiplicando ad— bc per 
x, ne risulta adx — bcx , avremo adx — bcx zz(ad — bcjx 
Algebra 3 
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( n.°44); per la stessa ragione si truova essere ady — 
bey — [ad— bc)y . Dunque le precedenti due Equa- 
zioni potranno scriversi (ad —bc ) x = abe -+■ aed , 
(ad— he) y zzi b i-*- bed . Vedremo in seguito essere 
sovente necessario l’ eseguire simili riduzioni. 

II. Dall’esempio N del (n.° 56) apparisce, che, 
allorquando si moltiplica la somma con la differenza di 
due quantità ; il prodotto che ne viene uguaglia la 
differenza de’ quadrati delle quantità medesime . 

CAPO III. 

Della Divisione. 

62 .Def. x. Col nome di divisione intendesi quella 
operazione, per cui si cerca le quante volte, e co- 
me un numero si contiene in un altro: il primo di 
questi numeri dicesi divisore , dividendo il secon- 
do , e l’altro, che indica il come, e le volte che 
il divisore contienesi nel dividendo , si chiama 
quoto , o quoziente . 

Per indicare la divisione ci serviamo di una 
lineetta orizzontale, sopra della quale si scrive il 
dividendo, e sotto il divisore, o col mezzo di due 
punti posti verticalmente , innanzi ai quali si po- 
ne il dividendo , e dopo il divisore: cosi lq due 

espressioni -j- , 12 : 3 significano 12 diviso per 3, ed 

equivalgono al quoziente 4 • 

63. Cor. I. Se il quoto indica le- quante volte, 
e il senso , nel quale il divisore contienesi nel di- 
videndo ; ne segue , che col replicare il divisore 
quante volte , e come viene indicato dal quozien- 
te , se ne otterrà il dividendo. Per conseguenza il 
dividendo uguaglierà il prodotto del divisore nel 
quoto . 

II. Poiché questo prodotto del divisore nel quo- 
to uguaglia il dindonilo; ne viene, che se venga 
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dato un prodotto, ed uno de’ suoi fattori, con la 
divisione di quello per questo si otterrà l’altro fat- 
tore . 

64- Probi. 7 . Determinare il segno da prefig- 
gersi al quoto. 

Sol, Dovendo il quoziente oltre le quante vol- 
te indicare ancora il senso, in cui il dividendo con- 
tiene il divisore (n.° 62), vedesi, che se questi nu- 
meri hanno lo stesso segno, il quoto dovrà esscro 
sempre positivo, poiché allora il divisore si contie- 
ne nel dividendo nel modo, in cui siritruova; che 
se poi sono il dividendo, e il divisore di segno con*, 
trario; il quoziente dovrà essere negativo, poiché 
deve indicare, che il divisore si contiene nel divi- 
dendo in un senso contrario al suo proprio . 

Se il dividendo è -+- 12, e il divisore -t- 3; op- 
pure se il dividendo è— -12, e il divisore — 3; aven- 
dosi nel primo caso -t- 12 — -v-3-t-3-t-3-+-3, e nel 
secondo — 12= — 3 — 3 — 3—3, vedesi che nell’ un 
caso, e nell’ altro il divisore entra nel dividendo 
nel senso in cui è ; ora per indicare che una cosa 
entra in un’ altra nel senso, in cui si ritrova, dob- 
Liamo servirci del segno -t- ( n.° 28 ) ; dunque al 
quoziente dovrà premettersi il segno , e quindi 

sarà = -t- 4 , ~J — -»*4* Che se il dividendo 

sia + 12, e — 3 il divisore; o — ia il dividen- 
do , e -t- 3 il divisore ; giacché abbiamo -t- j 2 zz •+• 3 
+ 3+3 + 3; — 12 = — 3—3 — 3 — 3, in amen- 
due i casi il divisore si contiene nel dividendo iu 
un senso al suo contrario ; ma per indicar ciò dob- 
biamo servirci del segno — ( n.° »8 ) : dunque 8 a- 
„ -+-12 — ia ' 

ra — ó 4 , ^ 3 _ — 4 • 

Di più essendo il dividendo, e il divisore del- 
lo stesso segno , se il quoziente non fosse sempre 
positivo, e quelli essendo di segno contrario, se il 
quoziente non fosso sempre negativo ; dovendo il 
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prò lotto del divisore nei quoto uguagliare il divi- 
dendo , non più si verificherebbe la regola de se- 
gni stabilita per la moltiplicazione contro il («-4°) • 

Se si volesse = — 4, bisognerebbe che tosse — 

4X — 3 = — la contro il ( cit. n.° 4 M • 

65. Scoi. 1.0 Un quoziente positivo può esser 
nato egualmente da un dividendo , e da un diviso- 
re positivo, che da un dividendo, e^da un diviso- 
re negativi; però avendosi tauto — -H;j > < I uan *’ 

t° 5 , sarà — j* ; e un quoziente ne- 

gativo può esser nato tanto da un dividendo positi- 
vo e da un divisor negativo, che da un dividendo 
negativo, e da un divisor positivo; per conseguen- 
-+- i5 — i5 ... . -4- i5 _ l 

za avremo — -j = , poiché si — 3 — — U1C 


66 . Teor. Se il dividendo , e il divisore sono 
scomponibili in tanti fattori, il quoziente uguaglie- 
rà il prodotto de’ quoti , che risultano , col divide- 
re ciascun fattore del dividendo per ciascun fat- 
tore corrispondente del divisore . 

Dìmos. Sia la quantità A da dividersi per 1 al- 
tra B, e supposta A = al prodotto abe , . B = Imn , 
se dalla divisione dei fattori a, b, c pei rispettivi 
m, n se nc ottengono in corrispondenza i quoti 

^ a h c 

p, q, r, cosicché si abbia — —p, “ — 7 > « — r » 

io dico, che dovrà essere -A = pqr . Difatti , po.- 

cbè il prodotto del divisore nel quoto deve ugua- 
gliare il dividendo ( I. n.° 63 ), avremo a -!> » 
b — mq , c—nr , e però A = abe — Ipmqnr ( w° 02 . ) 
— Ima pqr ( I. n.° T3 ) = Imn X p'/r — ( B X pqr ) , 
giacché per la ipotesi abbiamo Imn = B . Ma se duo 
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cose ugnali dividonsi per una stessa quantità , i 
quozienti, per la natura della divisione («.° 62 (de- 
vono risultare fra loro uguali; dunque dovrà esse- 
re -g-=— qp— ; ma essendo B fattore del prodotto 

(BX/^r) , il quoto , che nasce dalfk divisione di 
questo (BX/'yr) per B deve essere l'altro fattore pqr 

1 • (Bxpyr) „ 

(II. n.°63). Dunque avendosi — -g — = pqr , sara 


■g- = pqr ; e pero ec. 

Se sia A =6930 , B— 42. Poiché si ha 6q3o — 
35 18 11 

3 d.i 3 .ii, 4 2= 7*u.i 3 e — = 5 ; -g- — 3 , — = ii, 

ne verrà ~° = 5.3.i 1 = i65 , come difatti può ve- 
rificarsi effettuando la divisione attuale di 6980 per 42. 

Se il numero dei fattori delle quantità A, B è 
diverso dal supposto, è chiaro che ha sempre luogo 
egualmente la esposta dimostrazione . 

67. Problema 8. Dividere una quantità sempli- 
ce algebraica qualunque per un’ altra semplice qua- 
lunque. 

Sol. 1. Converrà avere attenzione ai segni, ai 
coefficienti , alle lettere . Rapporto ai segni seguire- 
mo la regola stabilita al ( n°. 04 ) > e in quanto ai 
coefficienti , e alle lettere 

I. Sia data la quantità a da dividersi per b ; 
poiché tal divisione non può effettuarsi , mi conten- 
terò d’ indicarla , e il quoziente sarà : così il quo- 

v mn 

to di mn per c sara — . 


II. Abbiasi il monomio 55 abp da dividersi per 
l’altro 'lab : poiché 35 abp — iS.a.b.p t e qab— q.a.b.i 

35 

( n.° 5a) , e frattanto abbiamo — =: 5, ed abbiamo 

t • 
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~ — ~-—p, come difatti apparisce dall* 

osservazione, che a — a . i , b — b. i , p— i . p . Dun- 
que sarà — = S.i.i.p — 5p (n.° 66 ) ; ed in realtà 
7 abXSp uguaglia 35 ubp . Se sia proposto — 4 zamnp 
da dividersi per— 21 amq\ avendosi = 1 , — 


Tip 

r= I , e il quoto di np per q — — * ne verrà 

— 4 a Tmnp np txnp , , 

— — — — ' = i i.i. -=— ( n. &4> £6). Donde ap- 

— ai uniq q q ' ’ 1 

parisce , che per eseguire la richiesta divisione de- 
gli esposti monomj , scritto il divisore sotto del di- 
videndo , non avremo che da cancellare le lettere , 
che si ritrovano egualmente e sotto e sopra , ed a 
queste anteporre il quoto dei coefficienti. 

III. Sia proposta una potenza qualunque di a, 
per esempio ut da dividersi per un’ altra qualun- 
que «4 : il quoto sarà evidentemente un* altra po- 
tenza della a, ohe chiameremo dovrà essere pel 
(I. n- 63) a^y.a n = (n.° 56) . Dunque avendosi 

ft 4-*-n — a i 8ara 71-4-4 = 7, e però n—q— 4* Dunque 

essendo = a 7 “ 4 = a3 vedesi, che otterrò il quo- 


to fra due potenze qnalisivogliono di una medesima 
lettera a dando a questa per esponente la differen- 
za , che risulta dal sottrarre 1* esponente del di- 
visore dall’esponente del dividendo. 

Essendo proposta la quantità ò 5 c 8 da dividersi 

per l’altra L A c* , giacché =:è 5 ” 4 — b' — b , e ~ 

, , l$c 8 3aa*l$mp 

= c ’ sara - bc 6, e avremo z^b^Tq = ~ 

\f>a^hp 

" 

68. Scoi, a. 0 1. Vogliasi dividere a 3 per «3 ; per la 
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3 9 

riflessione fatta nel ( II. re. 0 prec.) dovrà essere -3- - 1 ; 

ora pel ( III. re. 0 prec. ) = a° , poiché 3 — 3 

= 0; dunque sarà a°r: 1 : ma. la lettera a può rap- 
presentare una quantità qualunque: dunque qualun- 
que quantità elevata alla potenza o è sempre = 1 . 

II. .Abbiasi a° da dividersi per a ne verrà 

== a c, “* = a” 4 per essere o — 4 — — 4> ma a ° — 1 5 dun- 
que sarà a~* = . Dunque , lo stesso dicendosi di 

tutte le potenze simili, le quali a cagione dell’es- 
ponente negativo soglionsi dir negative, ne segue 
che esse saran sempre uguali all’ unità divisa per 
le potenze medesime prese positive . Per ciò sarà 

ancora a~ à = ^5 , re"" 6 = , e in generale a~~ n — 

III. Data una quantità algebraica, ordinerò que- 

*tà, come dicesi , per una data lettera , allorché la 
scrivo per modo 9 che esista prima il termine , 
che contiene la potenza più grande di tal let- 
tera > poscia il termine, in cui esiste la potenza di 
essa prossimamente minore , in seguito il termine 
avente la potenza che succede a quest’ ultima im- 
mediatamente, e cosi in progresso. Ordinerò la 
quantità a'b — 5 re»x-+- 7X 3 — 9 bx* per la x , scriven- 
do , 7X 3 — 9 bx x — &a'x -+- a'b . - 

69. Probi. 9. 0 Dividere una qualunque quanti- 
tà intera algebraica per un’altra. 

Sol. Se il dividendo , e il divisore non hanno 
alcuna lettera comune , la divisione non potrà che 
indicarsi, perciò il quoziente di r iad x — Zbc 1 per 

5mp 4 nq sarà : che se vi sono lettere 

comuni , come ne’ due Polinomj A,B posti qui sot- 
to : ordinati questi per una medesima lettera comu- 
ne siccome in G , D , divido il primo termino 
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del dividendo <x*x 3 pel primo del divisore ar , ft 
scrivo in E il quoto ax* ; moltiplico per questo tutto 
il divisor C, e scrivo in F il prodotto , e faccio la 
sottrazione di F da D . Divido il primo termine 
— inbx » del residuo G pel primo ax del divisore , 
scrivo in E il quoto — 7/yx, e moltiplicato per questo 
termine il divisor C , sottraggo da G il prodotto H: 
nulla avanzando , la quantità E sarà il quoto ri- 
chiesto , e fatto in realtà il prodotto di G per E ne 
verrà il dividendo D. 

La ragione di questa operazione, come F ope- 
razione medesima , è la stessa che quella, che ri- 
guarda la divisione dei numeri interi determinati , 
con questa sola differenza, che potendo nella divi- 
sione algebraica i residui successivi risultare nega- 
tivi, il che non si vuole nella divisione numerica, 
non è necessario ad ogni operazione , ohe di divi- 
dere il primo termine del dividendo pel primo del 
divisore, senza cercare , come si pratica nella divi- 
sione numerica , se il termine primo del divisore 
si contenga nel termine primo del dividendo tante 
volte , quante il secondo nel secondo , il terzo nel 
terzo , ec. 

In qualunque altro caso F operazione è sempre 
la medesima. Siano i seguenti esempi M, N, P , 
Q: in Q avvi un avanzo non più divisibile, la cui 
divisione però s’ indicherà, come nei numeri de- 
terminati . 

A B 

ax — , a8ix*-t-a»x 5 — i iabx % 

C de 

ax— 4A I «*x 3 — x 1 a bx*-t-2.fjb*x 1 ax*—ibx 
F-*-(7 a .r3 — t\abx % 

• G — iabx‘‘+n 8 b*x 

H — iabx*-t-x 3 b*x 

* * 
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Divisore 
5 am % — 3 b i in ■ 


Delt.a Divistone. 
M 

- ac 


4 * 

Qnoto 

7 ani* -t- (jb*m — 4 ac 


35 a*ni 4 -*- 24 al : ‘m 3 — 2 .~l A T>i t ~-i'óa*cm*-t-!iiab*cm—^a*c % 
- 3 .W/» 4 — 2 iab % m 3 - 4 - la ^ crn * 


-t-^bub*m 3 —^ ib A m 
-t-4 bah* ni 3 — 27 b*ni 

Tf * 


20 a*crn*-y-i 1 ab*cm 
•+• 0 ab*cm 


—2.vacrn*-*-mabcm—4a*c 

a il . » » 

— 20« cm*-*-iaao <m — 4 n c 


N 

y~-a | y 3 — « 5 | y i -*-ay 3 -*-a*y a -+-a 3 y-*-a* 

y 3 — a y i 

* ay* — a 5 
ay * — a\yS 

* a*y 3 — 

a*y 3 —n 3 y % 

* a 3 y*—a 3 

a$y*—-a*y 

* u ^ y — a 5 

n \ Y -“ 

• \ * * 

P 

3x 2 — a 2 ] 1 2 m^.r 3-*- 3 cn x 2 —4a 2 m 2 x—a 2 cn | 4 Tn 2 z<*~cn 
1 2 m 2 x 3 — 4 a ’ 2 ’ m ' 2 ‘ x 

* òcnx 2 * —a 2 cn 
iena 2 —a 2 cn 

* 1 * 

Q 

1 ol* * 

yl—3by*-2b 2 \y 3 —7by 2 -*-t 4b 2 y-lQb 3 \y—ty— 'jClùj+Ji 

y 3 — .’Jy 2 -t- 2 b 2 y 

* —4 by 2 h-i •±i> l y—\ 8 b 3 
— yh y 2 -f- 1 ab 2 y — 8 b 3 

; * — icb 3 
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70. Scol. 3. I. Siccome nel calcolo numerico , 
così ancora nel letterale la divisione risulta esatta 
in molti casi , e in moltissimi altri inesatta . In 
M , N , P, ( n.° prec. ) ahbiamo esempj di divi- 
sioni esatte, ed uno ve n’ ha di divisione inesatta 
in Q. 

II. Alcune volte gli Aritmetici dicono il divi- 
dendo uguaglia il prodotto del divisore nel quoto , 
ed altre il dividendo uguaglia il prodotto del divi- 
sore nel quoto più 1' avanzo . Ora essendo queste 
due espressioni evidentemente non equivalenti, a 
scanso di qualunque equivoco, è chiaro, che, la- 
sciata la prima delle esposte espressioni , come si 
ritrova ( I. n. 63 ) , dovrebbe ridursi la seconda all’ 
altra ; il dividendo uguaglia il prodotto del diviso- 
re nel quoto esatto più 1’ avanzo . 

III. Da alcuni suol dirsi , che la moltiplicazio- 
ne altro non è , che un compendio dell’ addizione 
più volte ripetuta di un dato numerò con se mede- 
simo , e la divisione una determinazione abbreviata 
delle quante volte può sottrarsi un nùmero da ‘un 
altro. Così mentre dico 5.4 =: *o, non faccio, che 
determinare in breve il risultato , che proviene dal- 
la somma 5-*-5-+-5-*-5; e quando dico ~ =4 non 

3 t 

faccio che determinare compendiosamente , potersi 
il 5 sottrarre dal 20 le volte 4* Ma conviene ri- 
flettere , che queste asserzioni si verificano bensì , 
mentre i numeri dati petf la moltiplicazione , o per 
la divisione sono interi , e> mentre rapporto alla pri- 
ma di queste operazioni il moltiplicatore sia posi- 
tivo, e rapporto alla seconda il divisore, e il dir 
videndo abbiano ugual segno . Che se i numeri da- 
ti non sono interi ; allora è facile a vedersi che le 
indicate asserzioni non possono più, almeno rigoro- 

samente , aver luogo : allorché dico — . -1- — -gj > 


\ 
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oppure-^ — -. ^ come potrà il ~ esprìmere, al- 

7 # ## ** 

meno a rigore di termini , un risultato provenuto dal 

3 

sommarsi il — con se medesimo più volle , e co- 


me il — potrà indicare le volte , che il — si è sot» 
tratto dal Jt? Ritenuti i due fattori della moltipli- 


cazione interi , pongasi il moltiplicatore negativo . 
In questo caso la moltiplicazione sarà un compen- 
dio non già dell’addizione, ma bensì della sottra- 
zione più volte replicata del moltiplicando : gpr tal 
modo + 5X — 4 = — 20 — — 5—5 — 3—5 è evidentemen- 
te il risultato, che nasce non già dal sommare, ma 
dal sottrarre -+- 5 quattro volte . Che se facciamo il 
dividendo, e il divisore interi, e di segno opposto; 
il quoziente allora indicherà le quante volte può il 
divisore non già sottrarsi , ma sommarsi col divi- 
dendo : posti — 20 il dividendo,, -+- 5 il divisore; se 
-volessi determinare quante volte può il - 4 - 5 sottrarsi 
dal — 20 , dovendo dire — 20 — 5= — 20 , — a5 — 5= — 3o, 
— So — 5=— 35, cc. anderei all’infinito; ma se voglio 
trovare quante volte può col — 20 sommarsi il 5, 
dirò , —20 - 4 - 5 = — 1 5 , — 1 5 -4- 5 = — io, — 1 c-t-3= — 5, 
— 3-*- 3=o, e determinerò in simile guisa potersi quest* 
addizione eseguir quattro volte, come appunto vie- 


— ao 

ne accennato dal quoto — 4 = — ' Q uest0 quoto poi 


■+ à 


Ottienesi negativo; poiché, siccome quando esso ri- 
sulta positivo, indica, giusta la considerazione pre- 
sente, sottrazione; perciò allorquando indica addi- 
zione , deve pel ( n. 28 ) risultare di segno contra- 
rio . 

71 . Esempio 9 . Due sorgenti scorrendo unifor- 
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inemente portano le loro acque ad una Vasca della 
capacità a, e la riempiono, «correndo il primo fon- 
te per un numero di giornate « , e il secondo per 
nn numero d; in seguito conduco le acque di que- 
ste due sorgenti ad un’ altra vasca della capacità b , 
c la riempio , facendo scorrere entro la vasca la pri- 
ma per giorni f, e la seconda per giorni g . Si do- 
manda quant’ acqua sgorghi in una giornata da cia- 
scuno di questi due fonti . 

Sol. Chiamata x 1 * acqua che esce dal primo 
fonte , ed y quella, che sgorga dal secondo in una 
giornata, ex sarà l’acqua, che somministrerà la pri- 
ma sorgente in e giornate, e dy l’acqua che escirà 
dalla seconda in giorni d ; onde dovendo queste ac- 
que insieme unite riempire la prima vasca , sarà 
tjr -+* dy = a . Considerando le acque , che si condu- 
cono alla seconda vasca , fatto lo stesso discorso, ne 
verrà fx -t- gy = b . Elimino {tr. 5 o, 5 i) dàlie ^lue E- 
q unzioni ottenute prima la y , e poi la x, e avute- 
ne cosi le Equazioni \cg—df) xtxag—bd , (cg^f) X 
y—bc-^af{n.* 6t ), divido queste pel coefficiente 
rg—df (suol dirsi anche coefficiente qualunque quan- 
tità moltiplica la o la jr, od altra incognita) ed 

ttg^—bd 

ottengo x = p er l’acqua che sgorga dal primo 

fonte in una giornata , ed y t= ic ~ a f p er quel]* 

che esce dal secondo nel tempo medesimo. 

Abbiasi per esempio 

a = i aó metri cubici, b — 70 metri cubici 
c = 18 giorni, dxzio giorni 

f— 8 giorni, gzz 6 giorni. 

Risultando perciò cg—df= 28, ag—bd = S6,bc 

« . , i6 . a 5 s 

~-a/_ a 5 a, sara x= — = a , y =~—g, e per conse- 
guenza dalla prima sorgente scaturiscono in nn gior- 
no a metri cubici d’acqua, e dalla seconda 9 . 

73. Scol. 4* I. Ad alcuue delle precedesti lette- 
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re a', b , e, ec. potrebbero attribuirsi dei valori 
negativi ; ma allora il Problema deve considerarsi irr 
aspetto diverso. Sia per esempio axxzz\, bxzgà,c— 16 , 
J=iz, d—i 6 ,g — — 36 , e quindi i6x — i6y— u " 
j zx — iSy — 96 , e però x — 1 7 , y =r 3 . I prodotti 
ily , gy itidicauo , nel Problema proposto [n.° prec.) 
quelle quantità d’acqua, che entrando nelle due 
vasche, aggiungonsi alle acque ex, fx provenienti' ‘ 
dalla sorgente prima ; ma se questi prodotti dy , gy 
divengono, come nel posto esempio, negativi; allo- 
ra lé acque da essi rappresentate non vengono già 
ad aggiungersi , ma botisi a togliersi dalle rispetti- 
ve ex , fx, come apparisce dalle Equazioni ottenu- 
to 1 bx — iGy = 224, ìzx — -ióy — 96 . Dunque 1 ’ in- 
cognita y invece di appartenere ad una seconda sor- 
gente , che dia alle vasche nuov’ acqua , deve rife- 
rirsi a degli scoli , che sottraggono l’acqua dalle va- 
sche medesime . 


II. Potendosi proporre infiniti altri Quesiti , x 
quali conducono alle Equazioni cx-t-dy—a, fx-*-gy—b 
del (n.°prer. ); ne segue, che i corrispondenti va- 

, . ag — hi hc — af . 

lori x — ■ ’ zyfp y — c „ ^y - potranno servire allo scio- 


glimento d’infiniti Problemi, e che questi Problemi, 
riguardo al calcolo , non sono infine diversi fra lo- 
ro , differendo soltanto nell’ applicazione , come 
ognuno può agevolmente vedere, sciogliendo per se 
medesimo i quesiti seguenti . ' 

Esempio ro.° Incontrando una truppa di poveri, 
parte uomini , e parte donne , somministro a cias- 
cheduno di quelli soldi c, ad ognuna di queste sol- 
di d, e vengo così ad impiegare a soldi. Che se a 
ciascuno dei primi avessi dato un numero di soldi 
f, ed un numero g a ciascuna delle seconde y ne 
avrei impiegato un numero b. Cercasi quanti sono 
gli ani , e quante le altre . 

Esempio n.° Con a lire compro in una canti- 
na c some di vino, c d di acquavite: inseguito com- 


Digitized by Google 



46 Parte I. Capo III. 

' prando in altra cantina allo stesso prezzo f some 
del primo, e g del secondo, spendo b lire. Diman- 
dasi quale è stato il prezzo del vino, e quale quello 
deH’acquavite . 

Esempio 12.» Un Padre richiesto dal figlio , quan- 
ti anni avessero entrambi , risponde : se dal nume- 
ro a sottraggo il numero de' miei anni replicato c 
volte , risultano gli anni tuoi replicati le volte d j 
che se sottraggo gli anni tuoi ripetuti g volte dal 
numero b ; allora ottengonsi gli anni miei replicati 
le volte f . Quanti sono gli anni del Padre , e quan- 
ti quelli del figlio . 

73. Esempio x 3 .° Tizio , Sempronio , e Cajo han- 
no ciascuno nn credito : la somma di tali crediti u- 
guaglia Lir. 3343 ; frattanto Sempronio dice a Tizio, 
e a Cajo, il mio credito aumentato di Lir. 11854 
uguaglia il quintuplo del credito di Tizio, e il qua- 
druplo del credito di Cajo; e Tizio, e Cajo rispon- 
dono a Sempronio, la somma de’ nostri crediti ugua- 
glia il triplo del credito vostro. Si domanda quan- 
to sia il credito di ciascuno . 

Sol . Sia x il credito di Tizio y quello di Sem- 

? ronio , e z quello di Cajo ; per le condizioni del 
roblema avremo .r-t-y-t-:= 3 34.8 ; y-t-i i 854 = 5 x-f- 4 z ; 
a>f-r= 3 j ; ossia trasportando tutte le incognite ne* 
primi membri , x-t-y n-r= 3343 ; 5 x — y + 4 z=l >354 > 
x — 3 y-*-;=o . Paragono insieme due di queste Equa- 
zioni per esempio le prime due, e come nei (n. 5 o, 5 i) 
ne elimino la z; faccio lo stesso, paragonando in- 
sieme una delle precedenti due Equazioni , per e- 
sempio la seconda con la terza , e mi risulteranno 
le due Equazioni 5 y — x =z 13392, 1 iy-*-x = ij 854 , 
dalle quali si ottiene y = 837 , 07 = 2647. Sostituis- 
co ora questi valori di x , e di y in una delle tre 
prime Equazioni , per esempio nella prima , e ne 
verrà z = 3348 — y — x~ 3348 — 2647 — 837 = — i 36 . 
Pertanto il credito di Tizio sarà di Lir. 264? - quel- 
lo di Sempronio di Lir. 837; e il valore di z final- 
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mante essendo negativo, Cajo avrà un credito ne- 
gativo, ossia un debito di Lir. i 36 ( n.° 24) . 

74- Scoi. 5 . I. Cosi ogniqualvolta ritrovasi il va- 
lore di qualche incognita negativo , dobbiam dire , 
che la quantità corrispondente , che' si ricerca , va 
presa in un senso contrario all’esposto nel Proble- 
ma . 

II. Mentre un Problema conduce a tre Equa- 
zioni con tre incognite, per la sua soluzione si ope- 
ra sempre come nel ( «.° prec. ) : che se il Proble- 
ma conduca a quattro Equazioni con quattro inco- 
gnite , se ne elimina prima una nel modo sovrac- 
cennato, e riducendosi così a tre Equazioni con tre 
incognite , si opera poscia su queste , come prece- 
dentemente , e ottenuti per tal maniera i valori 
delle tre incognite si ricava colla sostituzione il va- 
lor della quarta . Lo stesso si dice qualunque sia il 
numero delle Equazioni , e il corrispondente delle 
incognite . 

7 3 . Esempio 14* Trovare un numero intero de- 
terminato composto di quattro cifre, tale, che som- 
mando insieme le prime tre prese nel loro valore 
semplice, venga a formarsi il numero 16; somman- 
do le prime due con la quarta, si formi 21 ; som- 
mando la prima con le ultime due , si faccia 
20 ; e dalla somma delle ultime tre, formisi 18 . 

Sol. Se il numero domandato è intero , e composto 
di quattro cifre, dovrà contenere delle unità, del- 
le decine, delle centinaja, e delle migliaja . Chia- 
mato pertanto x il numero di queste ultime , y il 
numero delle centinaja, z quello delle decine, ed 
u quello delle unità j ioooa:-t- looy-t- ioz-+-u sarà il 
numero domandato: x ,y, z, u saranno le quattro 
incognite, e per le condizioni del Problema sarà x-t-y-4-z 
= 16, x-+ -y -*-u— 21, a: -» -z u — 20, y u=z 18. 

Potremo ora determinare il valore delle x , y, z, u 
operando come si è detto nel ( II. n. 74); in que- 
sto caso però potremo ritrovare i valori medesimi 
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più semplicemente nella maniera che segue . Potilo 
la somma x -*-y -+- z -+- u — Z ; avendosi da ciò 
Z — i3 = x 
Z — 2.0 —y 
Z — a i — z 
Z — 1 6 zz n 

Col sommare ritraggo gZ. — ^f)—x-+-y-*-z-*-i /—7 , e però 
aZ — -75 = 0, Z=;a5. Dunque sarà x — a5 — iH — ’jj 
J — 2 5 — 20 r: j , z — aó — 21 zr 4? u zz 20 — 1 6 zz 9 ; 
e per conseguenza 1000.7 -+- 100. 5 10.4-** 9 =z 75,^9 
sarà il numero dimandato . 

CAPO IV. 

Delle Frazioni in, generale , e dei numeri primi , 
e de ’ composti . 

76. Scoi, i.® I. Sia ~ zz c ; dovrà quindi essere il 

dividendo «zz he { I. n.° 63 ) . Supponiamo ora che a 

divenga ma , e sia —y = x , avremo parimenti ma 

~bx: ora ma è m volte maggiore di a , dunque all- 
eile bx sarà m volte maggiore di bc, ossia sarà bx zz 
mbc , e dividendo per b , x zz me . Dunque in ima 
divisione se il dividendo diventa un qualunque mi- 
nierò di volte m più grande di prima , tale diverrà 
anche il quoto . 

II. Il divisore b divenga mb , e sia zz x } 
sarà a~ mbc; ma a—bc, danqne mbx — bc, e fatta 
la divisione per mb , x ( «•“ 67 ) . Quindi dive- 
nendo il divisore ni volte maggiore , il quoto si fa- 
rà viceversa m volte minore» 

IH. in cangino a , b 1 n ma , mb , e sia — ax, 

nc 


1 
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*ie verri ma^mbx; ma per essere y =s c, abbiamo 

a — bc, e però ma = mbc ( II. n.° 49 ) , dunque sarà 
mbx — mbc, e diviso per mb , xzxc{ n.° 67 ) . Onde 
se divengano m volte maggiori e il dividendo , e il 
divisore, il quoto resterà il medesimo. 

IV. Divisi i precedenti numeri a, b per un nu- 
mero n, siano h 9 k , i rispettivi quoti, cosicché a — 
uh , b = nk . Ciò posto, poiché il valore del 

• a \ 
quoziente = pel ( prcc. I ) è n volte maggio- 

re di y, poiché pel ( prec. II ) è n volte 

minore di y , e poiché finalmente pel ( prec, III ) 

^Tk =: y uguaglia y ; ne segue evidentemente, che 
se il dividendo a diventi n volta minore , cangian- 
dosi perciò il quoto y in y, esso pure diverrà n 
volte minore: che se si renda n volte più piccolo 
il divisore b , il quoto y cambiandosi in y diver- 
rà n volte più grande; e finalmente quando e il 
dividendo , e il divisore si rendono n volte minori, 

il quoziente y diventando y rimarrà dello stesso 
yolore . 

V. Si moltiplichi un dato numero p per un nn- 
mero m } e il prodotto mp si divida per un altro 

n , ne verrà ~ inseguito si divida il numero/? per 

n, e il quoto — si moltiplichi per m: per fare una 

simile moltiplicazione basta replicare il dividendo 
p le volte m ( prec . I ) : dunque il risultato sarà 
Algebra 4 
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5o 

^ ■ ma questo non è che il risultato ottenuto dap- 
prima . Dunque si avrà sempre il medesimo risulta- 
to se un dato numero p si moltiplichi prima per un 
numero m, e poi si divida per un altro n , o vice- 
versa si divida prima per re, e poi si moltiplichi 
per m . 

77. Cor. I. Sia p— 1; e questa unità si divida 
in un numero , per esempio 8 , e generalmente re 
di parti uguali. Suppongasi di replicare una di que- 
sto ottave , o nesime parti un certo numero di vol- 
te, per esempio 5 , in generale m; il risultato 5 
ottave , od m nesime parti dell’ unità , che ne risul- 
ta, altro, per la definizione del ( re.° 3 ), non sarà, 
che una frazione . Ora nel determinare questa frazio- 
ne noi non abbiamo che eseguita relativamente all’ 
unità la seconda delle operazioni, che sonosi fatte 
nel ( V. n°. prec, ) rapporto alla p : dunque 1’ otte- 
nutone risultato 5 ottave , ovvero m nesime parti 
dell’ unità , pel citato ( V. re.° prec. ) sarà uguale 
all’altro, che nasce, dividendo il numero j.5=5, 
per 8', oppure 1 .m — m per n ; e per conseguenza 
una frazione qualunque m nesime parti equivale al 
quoto della divisione del numero rn per re; onde po- 
trà indicarsi col seguo medesimo della divisione , » 

. . m 

scriversi — . 

ri 

II. Poiché adunque un numero rotto equivale ad 
un quoto indicato , e quindi il numeratore della 
frazione non è che un dividendo , e il denominato- 
re un divisare; ne segue, che dovranno anche ai 
rotti appartenere quelle proprietà, che relati vamen- 
to ai quoti sonosi dimostrate nei ( I, II, III, IV. re. 0 76); 
e per conseguenza al crescere , cd allo scemare del 
numeratore , deve nella stessa ragione aumentarsi 
corrispondentemente , o diminuirsi eziandio il valo- 
re del rotto : questo valore al contrario si diiainui- 
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O J 

rà , o accrescerà nella stessa ragione , nella quale 
Alimentasi , o si diminuisco il denominatore; ed es- 
so finalmente rimarrà lo stesso, mentre il numerai 
tore , ed il denominatore accresconsi , o si dimi- 
nuiscono entrambi in egual ragione . 1 

III. Potrà dunque una data frazione acquistare 
infinite forme diverse, senza punto cambiar di va- 
lore, e ciò mentre si moltiplichino, o si dividano il 
suo numeratore , e il suo denominatore per lo stea- 

% » ® 3(1 3 & 3 CL 

so numero: sara cosi ~r = 3-7 =z~ =z cc #* nn 

o a 6 3 6 46 » e po- 

sto per esempio a= 7 , b = 9 , sarà ■— = ^ = ~ — ~ 


— ec. 


IV. Tra queste espressioni aventi lo stesso valo- 


re, vedesi, che la ^ , e in generale -j-, è la più 

semplice , o , come suol dirsi , è ridotta ai minimi 
termini , e che essa può sempre determinarsi dalle 
altre, dividendo il numeratore, c il denominatore 
-di queste per quel numero comune , che li molti- 

, ,, 28 Aa , , 

plica: cosi dalle 3^»^ otterrò le rispettive espres- 
sioni più semplici , -y , dividendo sopra e sot- 
to per 4* 

78. Def. 1. Un numero intero, il quale non sia 
divisibile esattamente per alcun altro numero inte- 
ro diverso dall’ unità, come p. esempio il i 3 , si dice 
numero primo , o semplice : in caso diverso il nu- 
mero si denomina composto , e tale è il io, essendo 
esso divisibile per a, e per 5 (a). 

79. Def. a. Due , o più numeri paragonati fra 
loro , se non hanno divisore esatto comune fuorché 


al 


(o) È chiaro, che un numero composto altro mai non è dia 
prodotto di più numeri semplici. 
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1’ unità , eli i am ansi primi fra se , o fra loro , comò 
i due 16,9: che se hanno un comun divisore, co- 
me i due i 5 , io, misurati entrambi dal 5 , si no- 
minano composti fra se , o fra loro . 

80. Def. 3 . Il fattore più grande comune a due, 
o più dati numeri interi , dicesi il loro massimo co- 
mun divisore , e la loro massima misura comune . I 
due numeri 3 o , 70 son divisibili entrambi per a, 
e per 5 , ma il massimo loro divisore comune è il 
io . 

81. Seal, a. 0 I. Dalle definizioni ora date veda- 
si agevolmente , qual deferenza passa tra i numeri 
primi semplicemente (n.°78), ed i primi fra so 
( n.° 79 ) , quelli non possono avere assolutamente 
divisore alcuno> r, questi solamente escludono 1 di- 
visori comuni ; quantunque nè F uno, nè 1’ altro dei 
precedenti 16,9 sia primo, o semplice, pure parager- 
nati insieme sono primi fra loro. 

II. Vedesi altresì , che due numeri primi > r 
sono eziandio sempre primi fra se ,• ma non viceversa 
due primi fra se sona sempre primi assolutamente 

a 

III. Se una frazione è ridotta ai minimi termi- 
ni (IV. n.°77) , il numeratore a,, e il denominatore 
b deggiono essere primi fra se. Imperciocché se non, 
fossero tali , supposto a — ph , b — pk in cui p >= i 

(n.°79) ne verrebbe = ( II-». 0 77 ), e per 

conseguenza la frazione — a cagione di h<a , e di» 

k<b non sarebbe più stata ridotta alla più semplic» 
espressione, contro la ipotesi. 

IV. Se due dati numeri a, b dividonsi pel loro 
massimo divisor comune , che dirò m , i quoti , che 
ne vengono, deggiono essere primi fra se ; impercioc- 
ché se, non volendosi tali , avessero essi un divisor 
corauue > 1, che chiamerò n, ambedue i dati a , h 
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crebbero divisibili esattamente per mn , e però ™ 
„on sarebbe più , contro la .apposizione , il lor< > 
massi 010 divisor comune . 

82. Tcor. i.° Sia la frazione ~ uguale all’ al- 
tra - , in cui n , b, c ,d siano tanti numeri inte- 
Yi , e sia la \ ridotta ai minimi termini . In questa 

ipotesi io dico, che i due termini c, d degglono es- 
sere equimultipli de’ corrispondenti a , b . 

Dim. Comincio dal riflettere dover essere c non 

< « , oppure d non < b ; perché se si volesse tanto 

c < a, come d<b, allora la frazione ~ per la i- 

f 

potesir:-^- non sarebbe più ridotta alla più semplice 
espressione; ma se si ha c > a, anche d deve essere >*, 
perchè altrimenti la frazione -y sarebbe pel ( n -"- 0 77 ì 

non già = ,m<7. Dunque avendosi tanto .c non 

< a , quanto d non < b , ponghiamo c-ma, 

in cuXascuno de’ numeri m j ™ s ia nou < ’ 110 

Terrà—* = = ^ ' Si moki £ 1 ' lchÌ l ’ Equazione ±. 

- ^Jper rib ; per la ragione addotta nel (V. 76) 

Ji otterrà , e pel ( II. 67 ) na=ma; 

dunque risultando n = m, avremo c — ma ’ . 

Ora io dico 5 che questo m deve * 89 ®^ eggere c nou 
imperciocché, se ciò si nega, -do «emnre 

divisibile esattamente per a, 'J’^dano due numeri 
supporsi c=:/Hi-*-h , in cui p j ed fi w 


/ 
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interi, il primo < m, ed il secondo > o, e<ct; ciì» 
dunque supposto, esuppostoci = pb-i- k, risultando 
ma —pa-+- h, rnb —pb ■+■ k, e però (m—p) a—h , [m—p\ 
(m — p)a h a 

b—k, avremo > e per conseguenza 

— A,- ma questa Equazione è assurda, giacché, per 

K 

quanto si è detto poc’ anzi , non può essere h <a ^ 
Dunque essendo m numero intero, ed essendo insie- 
me c — ma, d—mb, ne segue che cc. 

83. Scol. 3.® I. Nella supposizione latta nel 
( n.° prec. ) è facile a vedersi , che il precedente m. 
è il massimo comun divisore de’ numeri c, d; e che 
per conseguenza divisi questi c, d per la loro mas- 
sima comune misura, e ottenuti i quoti a,b, la 

frazione “ altro non sarà, che la ridotta alla più 

semplice espressione . 

II. Iu una frazione j se i termini a, b sono 

primi fra loro, essa è già ridotta alla più semplice 
espressione . 

III. Se due numeri c, d divisi per uno stesso 
numero m, somministrano due quoti a, b primi fra 
se ; questo in sarà il massimo comun divisore dei 
supposti c , d . 

84 . Teor. a.° Se due numeri n , p primi amen- 
due ad un terzo q si moltiplichino fra loro , ancora 
il prodotto np sarà primo a q . 

Dim. Se ciò si nega, abbiano np, q il comun 
divisore d , e sia np~clr, q—ds, rappresentando r, s 
i quoti rispettivi. I numeri n, d saranno primi fra 
loro, perchè se avessero un divisor comune, l’avrebbero 
evidentemente ancora n , e ds — q contro la supposi- 
zione . Ora dividendo np~dr per pd, abbiamo = 
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(II. ».• 67); ma — è pel ( II. n.« 33 ) una fra- 
zione già ridotta alla più semplice espressione: dun- 
que i due r, p saranno equimultipli de’corrisponden- 
ti n , d ( n.° 8a ), e per conseguenza d venendo ad 
essere divisore esatto di p , ed essendolo già di q t 
i due p, q non saranno più primi fra loro; ma ciò è 
contro la supposizione . Dunque ec. 

85 . Cor. Sia nel (n.°prec.) p = n , ne verrà np 
— tv 1 primo con q : quindi per lo stesso ( n.°prec. ) 
sarà tale ancora n.n 2 =n 3 , e però anche n.n* — n 4 , 
e in seguito n.n 4 =rn 5 , n.n? — rfi , ec. Dunque se si 
hanno due numeri n , q primi fra se , sarà numero 
primo con questo q eziandio una potenza qualunque 

di « ; e però se è una frazione ridotta ai minimi termi- 
ni, tale è ancora l’altra ed è facile a vedersi tale 

9 h . 

essere eziandio la terza — , esprimendosi dalle li, k 

»* 

due interi positivi qualisivogliono : 

86. Tcor. 3.° Abbiasi un numero n divisibile 
esattamente per altri due p , q primi fra loro ; e sia 


~ — h, — k ; io dico, che il quoto li deve esse-* 
re divisibile esattamente per q , e l’altro k per p : 


Dim. Dalle— = h . — —k ricavatesi le n — ph , n 
P 1 

s= qk ( I. n.° 63 ), sarà ph — qk , e diviso per hq, avre- 
mo — ; ma p , q sono per ipotesi primi fra lo- 

q h 1 

ro; dunque pei ( II. n.° 83 , n.°8a) dovranno essere 
divisori esatti de’rispettivi k , h , e però ec. 

87. Cor. I. Essendo il precedente h divisibile 
esattamente per <7, faccio h — ql ; sarà l un numero 
intero, ed avendosi n—ph—pql , ne segue, che s* 
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un «lato numero n può dividersi esattamente pèr alai 
tri due p, a, primi fra se, sarà divisibile esattamente 
anche pel loro prodotto pq . 

II. Sia n divisibile per quantisivogliono numeri 
p , q, r, s, ec. tutti primi fra loro ; io dico, che 
potrà essO n dividersi esattamente anche pel loro 

prodotto pqrs Imperciocché essendo n divisibile 

per p c per q , lo sarà pel loro prodotto pq (prec . I 
e quindi per pq , e per r ; ma tanto p , co- 
me q sono per ipotesi primi ad r ; dunque essen- 
do tale anche il prodotto pq ( nP 84 ) , sarà n di- 
visibile ancora pel prodotto pqr , e però per pqr , o 
per 5 . Ora essendo tutti e tre i numeri p, q , r prU 
mi con s , tale è ancora il prodotto pq , e tale pei* 
conseguenza anche 1 ' altro pqr ( nP 84 ) . Dunque 
pel citato ( prec. I) sarà n divisibile eziandio pel 
prodotto pqrs . Così proseguendo vedesi , che ec. 

III. Poiché, se i precedenti p , q, r, s, ce. so- 
no tanti numeri semplici, deggiono essere primi fra 
se (II. nP 81 ); ne viene, che , se io determino 
tanti numeri primi , ciascuno de’ quali sia divisore 
di un dato n ; questo n sarà divisibile ancora pel 
prodotto di dite , o di tre , ec. , o di tutti questi 
fattori . 

88. Teor. 4 -° Hi due quantità a , h aventi nrt 
massimo comun divore m se si moltiplichi 1’ una a 
per un numero n primo all’ altra b ; anche le duo 
quantità no, b avranno lo stesso massimo divisor co- 
mune m 

Dim. Sia arzmp, bc=.mq; fatta la supposti 
moltiplicazione, avremo il risultato an — mrip ; ma 
n essendo primo con b — mq , è anche evidente- 
mente primo con q , e i due numeri p , q sono già 
primi fra loro { IV. nP 81 ) . Dunque sarà ancora np 
primo con q ( nP 34 ) > e per conseguenza sarà m il 
massimo divisor comune di na — mnp, c di. b — mn 
( III. nP 83 ) . 
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3t). V or. Supponghiamo dividersi la precedente 
•piantila a per un numero / primo alla b : chiamato o 

il valore del quoto -y , perchè f, e b sono pri- 

mi fra loro , pel ( n.° prec. ) la massima comune 
misura tra c , e b sarà la stessa , che quella tra fc , 
e b, ossia tra a, e b. Dunque dividendo a per un 
numero f primo con b , il massimo comun divisore 
tra il quoto c, e la quantità b sarà lo stesso che 
quello tra le due quantità a , b . 

9°* Teor. 5.° Moltiplicate le precedenti due 
quantità a, b ( n.° 88 ), la prima per un numero n 
primo t Pb, e la seconda per Un altro r primo ad a , 
io dico, che tanto la somma na-*-rb , come la dif- 
ferenza na-^-rb, aver dee con a , e con b lo stesso 
massimo comun divisore m , che esiste tra a , e b . 

Dim. Avendosi a = mp , b=.mq ( n.° 88 ) , ne 
Terrà na -+■ rb~ rnnp -+- mrq —rn [np-*-rq ) , na—rb—rnnp 
— mrq — m ( np — rq ) . Ora essendo tanto r per la ipo- 
tesi -, come q pel ( IV. n.° 8i ) primi con p, tale o 
ancora il loro prodotto rq ( n.° 84 ) , e tale per con- 
seguenza è anche la somma vp-*-rq, e tale la diffe- 


renza np — rq , perchè si ha ^—1 — n Z Il ^ n ■+» 


n,ed^i = 
p p 


ti — y. Dunque poiché i quoti della 


divisioni delle quantità na-4-rb, na—rb,eàa per 
m sono rispettivamente np ■+■ rq, np — rq,p-, ne segue 
( III. n.° 88 ) , che tanto na -+• rb, come na -*■ rb avran- 
no con a il massimo comun divisore m . Lo stesso 
si ritrova paragonando in egual modo queste quan- 
tità-, na-*- rb , na-^-rb con b — mq. Dunque essen- 
do rn. il massimo divisor comune tra a, e b } ne vie- 
ne che ec. 

Se fosse n — 1 , r“i* con discorso più semplice 
troverehbesi essere parimenti m la misura comune 
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massima tra nna delle due quantità an-b, a — b , 6 
le altre a , b . 

9 1.' Probi, io. Determinare se un dato numero 
intero determinato sia primo, o composto. 

Sol. Dividasi il dato numero successivamente 
per la serie naturale de' numeri a, 3, 4? 5, ec. ; e se 
la divisione non riesce mai senza residuo , ciò mo- 
stra essere il numero primo : altrimenti sarà com- 
posto, e ammetterà tanti fattori , quanti sono quei 
numeri , che lo dividono esattamente . 

Se si conoscano i numeri primi inferiori al pro- 
posto, potremo pel (-n. 78) abbreviare l’operazio- 
ne, dividendo solamente per questi. Potranno ser- 
vire pur anche ad agevolare l’operazione medesima 
le proprietà de’ numeri , che siam per esporre nel 
nnmero seguente . In qualunque modo però confes- 
sar dobbiamo che simile operazione , nei numeri al- 
ti , è sempre brigosa , ed è perciò , che gli Aritme- 
tici hanno pensato meglio di formare delle Tavole 
nelle quali contengansi i numeri primi , ed i di- 
visori semplici de’ composti : una di queste tavole è 
stata posta sul fine del primo Tomo delle presenti 
Lezioni, la quale giunge fino al 100000. 

92. Scol. 4- Chiamate a, b ,c ,d ,e, ec. le cifre 
componenti un dato numero intero, cosicché a espri- 
ma le unità, b il numero delle decine , c quello del- 
le centinaja, d quello delle migliaja, ec. , è chia- 
ro , che qualunque numero intero potrà esprimersi 
per 

(V) . a-4- r 0 b-+- 1 000*4- 1 ooc£?-M ccooc-*- ec; , 

ove ciascuna delle cifre a,b, c , d, c , ec. ha un valore 
non <0, e non >9 . Se il numero dato sia per esem- 
pio 37504 , sarà a=4 , b=o, c=z 5 , d=i , r= 3 . Con si- 
mile maniera di scrivere abbiamo sciolto il Proble- 
ma del ( n. ?5 ) . Ciò posto 

I. Dividiamo il preceiente numero (V) per 2 ; 
nc verrà il risultato 


\ 
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ày 


a 

*— 


a ’ -+- 5oc -+- 5ooc?-j- 5oooe-+. ec. 

II. Dividasi lo stesso numero (V) per 4. Poiché 

100 ro . io - e ,, .... 

4 £7^ * 2j ( n * 00)3 e poiché i numeri 1000= 


io. 1 00, 10000 _ 100. 100, ec. sono tanti multipli del 
100; ne segue , che tutti i numeri 100, iooo 5 loooo, 
cc. saranno divisibili parimenti per 1 , e si otterrà 
il quoto 

a -f- ic b 

4 -+• a5c -+- a5oe? -1- aSooe ec. 

III. Facciasi la divisione per 8 . Avendosi 

TOPO IO. TO. IO 

8 = a. a. a = 5. 5. 5 =r ia5 ( n. 66 ) ; saranno di- 

visibili per 8 ancora tutti i numeri 10000 ,ec. e avre- 
mo il risultato 

1* •+• 1 oh -+T icoc 

~8 •+• 1 2.$d -t- ia5oe-+- ec. 

In egual modo si vede , che essendo 

TOCCO IO. IO. 10. IO 

ìà — a. a. a. a = & 5» 5. 5 = 6aS , tutti i numeri 

iDoaoo , ec. sono divisibili per 16 esattamente , e 
dalla divisione del (V) per 16 ottienesi perciò 

a - 4 - 10J - 4 - iooc -+■ rooo d 

^5 -+- Gaóc - 1 - ec. 

Potremo nella stessa maniera progredire innan- 
zi , dividendo per 3a, per 64, ec. ; e da tutto que- 
sto apparisce, che se in un intero determinato la 

Ì irima cifra a destra , cioè quella delle unità , ossia 
a a è divisibile esattamente per 2, tutto il nume- 
ro potrà dividersi esattamente per a (prec. I); se il 
numero formato dalle prime due cifre , cioè dalle de- 
cine , c dalle unità, ossia ioi -t-a può dividersi esat- 
tamente per 4 » sarà divisibile pollanche tutto il nu- 
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tnnro ( prec li ) ; così sarà il dato numero esattamente 
divisìbile per 8, per 16, per ‘ 3 » , cc. mentre sia tale 
il numero formato dalle ultime tre cifre , ossia ìooc 
j ob-*-a rapporto all’ 8 {prec. Il I), il numero formato 
dalle ultime quattro cifre , ossia iooo d+iocc+icb+a 
rapporto al 16 [prec. IV. ) ; il numero formato dalle ul- 
time cinque cifre rapporto al 3 a , e cosi di seguito. 

V. Si divida il dato (V) per 5 ; giacche essendo 
— = a il io , e tutti i suoi multipli sono divisibi- 
li esattamente per 5 , e però risulta il quoto 

-h a oc ■+■ aoo d ■+■ 200 oe ■+• cc. , ... 

ne segue, die se la cifra delle unità, ossia a può di- 
vidersi esattamente per 5 , si potrà dividere esatta- 
mente per 5 eziandio tutto il numero dato. Saranno 
quindi divisibili per 5 tutti i numeri, che tcruùuanq 
a destra con un 5 , o con lo zero . • 

VI. È facile a vedersi , che il dato numero J\ ) 

ha sempre per divisore esatto il io, quando sia a o, 
il ioo, quando abbiasi at=.o , b~o j il iooo , quando 
o=o , £=o , c=o -, e così di seguito . _ : 

Dati a Cagione d' esempio i numeri- 140 , i 364 , 
354-33a, 375, °i 9000, il primo di essi sarà divisibile 
esattamente per 2 [prec* I ) , il secondo per 4 ( prec. I) , 
il terzo per 16 [prec. IV) , il quarto per a [prec. \ ) , 
c l’ultimo per 1000 (prec. VI) . , 

VII. Dividasi il proposto (V) per 9. Risultando 

io I ice_ ±_ !£££. - „I JL 

T = 1 , -y-it*. 9 , 9 - 9 

' • V • • • '•» •••••( 

= nin- — , ec. si avra 11 quoto 

9 .9 

a4->4- c + d+e-b ec. 

Z» ■+• 1 j c *+■ 1 1 1 1 1 1 e -**■ cc* •+* — 9 

Dunque esso (V) sarà divisibile esattamente p< r o, 
ogniqualvolta sia tale la somma a+b+c+d+e+ec.j, 
ma questa non ò che la somma delle mire semplici 
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componenti il numero (V) . Dunque potremo sem- 
pre conoscere se il dato numero sia divisibile esat- 
tamente per 9 , osservando semplicemente, se sia 
divisibile per 9 la somma delle sue cifre prese net 
valore lor naturale. Pertanto dirò, che il 9 divide 
esattamente 535167, poiché divide esattamente la 
somma 5-t-3-»-5-t-i-+-6-i-7— 47 . 

Vili. Suppongasi il 9 non divisore esatto dell* 

indicata somma, e sia + , 

9 9 

essendo l’avanzo n< 9. Il precedente quoto diven- 
tando con la sostituzione 

b - w ic-+-i i id-+-i 1 1 ie-f-ec. -f-m — , 

9 * 

vedesi che quando il 9 non è fattore esatto di un 
dato numero (V) , si avrà il medesimo avanzo n , 
tanto quando si divida per 9 lo stesso (V), come quando 
si divida la somma delle cifre a-t-b-*-c-t-d-*~e~^- ec. 

IX. Poiché il 9 è multiplo del 3, è chiaro, che 
quello che si è detto nei (prec. VII, Vili) rap- 
porto alla divisione per 9, dicesi egualmente ri- 
guardo al 3, risultando il quoto di (V) per 2 == 

b -h 33c -+-333^ ■+■ 3333e -f- ec. -+■ ^ 


ossia b + 33c ■+■ 333d -f.s333e-+* ec. , supposto 


ss+S-f-c-t-rf-t-e-f-ec. _ 
3 =P + 


9_ 

3 


e q < 3 . 


X. Se in un dato numero Intero la somma delle 
cifre i 4 , 3*, 5*, 7* ec. uguaglia la somma delle cifre 
a 4 , 4*, 6 4 , 8 4 , ec. , esso numero sarà sempre divisi- 
bile esattamente per li. 

Supposto difatti che (V) sia il numero dato , 
poiché si ha 


100 

ss 


11 


• pero 


1000 


ICO 


X io == 90' 


10 

1 1 


■ ?*- 


IX 


11 
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10P00 TOP ^ 

TT i ‘ 


100 _ 

100 = 900 -4- — 


9O9 -4- 


I 

li 


jocooo 

11 

\ oc 0000 


10000 io 

X io = 9090-4- -- , 


1 1 

10000 


~ — — X 1 00 =: 90900 — 90909 

1000O000 icooooo 


1 1 


1 

1 1 


IO 


1 1 


1 1 


x TO = 909090 - 4 - — 


cc. 

no verri 

iiJ- io//-t-[QQ'--f- rooo,/.4- tooooo-4 - tooooo/-*- ' poppo 0 • 

1 1 

9L-+90(/+909'»-f9090/-+-909095-f-ec. 4- 

(fr+ f +,+g.frr.)+ ■ o {lHrJ+f+ 0C)_ . g^ ^ ]a Jomma 
1 I 

a-*-<-+-c-*-g-t-ec> uguale all’altra &-w/-i-y-*-ee.; il residuo 

(*-t-f + •-fg-f ec.)-f lo(i-+f/+/'+ep ) 

5 ■ — — 1 - — - divenendo perciò 

(c-4-f-f '-fg+ec.)ir _ . . . 

— — a-4-c-i-e-4-o--f-ec. , il precedente 

quoto diventerà 

9<>4-yor/-4-9( ge-Krtf’oq/U-QOqeQjO-H- cc.-t-a-t-r-t-r+g ec. , 

e quindi il dato numero (V) sarà divisibile esatta- 
mente per 1 1 ; ma a-t- c -e- c-i-gn- ec . non è clic la som- 
ma delle Cifre i", 3 a , 5*, 7* , re. e i+f/4-/4-re. non è 
die la somma delle cifre 2*, 4*, 6*, ec. Dunque ec. Sia 
4"ó 4 il numero dato , poiché la somma 4-+-5-*-4= 1 3, 
c 1 altra fi-+-5=i3 sono uguali fra loro; sarà esso divi- 
sìbile per n , e difatti ne verrà il quoto 4414. 

XI. Sommate in un dato numero fra loro le cifre 
,4 »4"> 7*> i f >*, cc., quindi tra loro le cifre 2 a ,S a , «*, ii*, 
cc. e tra loro finalmente le cifre 3', 6% 0*, 12% ec. ; 
se i tre risultati , che ne vengono, sono tra loro ugna- 
li ; il numero dato sarà divisibile esattamente per 111. 
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OS 


, . t ooo i % loooe io 

Avendosi -777- = 91- ~,c pero — — = 90 +777 3 

ioo qoo ioo JOCOOOO I 

~TiT' = 9 00 -** 777 > in = 9 00 9 TFT 

IPOOOOOO IO 100000000 1 IOO 

\Ti — 90090 -f- 777 3 777 — = 900900 + 777, ec.; 

dalla divisione del numero (V) per m risulterà 
gd-t-goe-*-goof-i~googg-*-googoh-*-googooi ec. •+• 


(a-f-J-f-g4-ec.)-f io(^-f-r4-^-f.ec.)4-ioo(c-f-/4-^ec.) 

ih 


Facciasi presentemente a-t-d-*-g- t-ec. = b-+-c-+-h-*-ec. — 
c+/+i + e c. j per questa supposizione il precedente 


avanzo diventerà 

(a-f J-4-g-4-oc)iii 
hi 


(a-4-tf-f-g-Le c.) (i-f-io-t-ioo ) . 

jiTì 

= a -+- d g •+• ec . , ed il quoto per 


conseguenza » divenendo 9 d -4- 905 -+- 90 o/-t- 9009^ ■+■ 
90090/1 -t-gooqooi-t-ec. -+• a -t-d-*- g-nec. il numero {V), 
in cui succede la supposta uguaglianza tra le som- 
me delle indicate cifre, sarà divisibile per in . Sia 
per esempio il numero 750249 ? essendo in esso 
7-*- 2=: 9 , 5-+-4 = 9> o-+*9=9 3 potrà effettuarsi esattamen- 
te la divisione per 111, e difatti ne viene il quoto 
6759- . . > • 

XII. Con un discorso affatto simile a quello de* 
( precedenti X , XI ) troveremo che un numero dato 
è sempre divisibile esattamente per mi, ogniqual- 
volta siano uguali ira loro le quattro somme , che ri- 
sultano unendo insieme primo le cifre 5 a , 9", i3 4 ,ec., 
secondo le cifre 2*, 6 a , io 4 , 14*, ec. , terzo le cifre 
3 4 ,7 a , u a , i5 - ,ec v e quarto le cifre 4 a , 8 4 , 12 4 , 16 4 , ec. 

In egual modo si troverà esso numero divisibi- 
le esattamente per imi , mentre siano uguali fra 
loro le cinque somme , che ottengonsi , unendo in- 
sieme le cilfe primo i a , 6 a , n*j 16*, ec., secondo 
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7 a , la 4 , 17', ec. , terzo 3“, 3", i3', 18', ec. quarta 
4 “, q', 14', 19*, e quinto 5', io', i5*, ao', ec. ; e così 
si prosegue rapporto ai divisori mm, 1 1 1 1 1 1 1 ,ec. 

XIII. Gioverà quivi il riflettere , che quantun- 
que sian vere le proposizioni de’ {prec. X, XJ» XII 
pure non son vere le inverse: non ogni volta, elio 
un numero è divisibile per iij o per ni, o per mi, 
cc. , avranno luogo su di esso le proprietà dimostrate 
nei citati ( prec. X, XI, XII). Per esempio il numero 
6.3 ii 8 è divisibile per 11 , eppure in questo, nume- 
ro non si verifica la regola del ( prec. X ) avendosi 
6-+-i-+-8=i5, 3 -i-i= 4 : l’altro 8829828 è divisibile per 
in , quantunque non abbia in esso luogo la regola 
del ( prec. XI ) , essendo 8-HQ-t-8=a5 , 8+J=iC, z-t-i—j. . 
Potremo però stabilire altre regole , rapporto allo 
quali io dico, che ogniqualvolta esse sì verificano, 
il numero dato sarà sempre rispettivamente divisi- 
bile per 11 , 1 1 1 , 1 1 1 1 , ec. , e viceversa ogniqualvol- 
ta questi numeri 11 , in , mi,ec. dividono esat- 
tamente il dato, sempre in oorrispondenza si veri- 
ficheranno tali regole . 

XIV. Rapporto difatti in primo luogo all’ 11, se 
venga dato un intero composto di più di due cifre, 
per esempio il numero 987893 : scritto questo in (VI) 
prendo la sua prima cifra a destra 3 , e la pongo sot- 
to della seconda 9, sottraggo quella da questa, e col- 
loco la differenza, che ne viene, 6 sotto della ci- 
fra terza 8; sottraggo nuovamente questo 6 dall’ 8, 
e scritto sotto del susseguente 7 P avanzo s , sot- 
traggo , e colloco il residuo 5 sotto del 3 ; sottrag- 
go questo 5 dal i3, e posta la differenza 8 sotto del 
q , sottraggo finalmente questo 8 aumentato di 1 per 
la decina aggiunta disopra al 3, os%ia sottraggo 9 dal 
9 superiore, ed avendosi infine per residuo zero, io 
dico, che il dato numero ò divisibile esattamente per 
> 1 , ed il quoto che dee risultarne , altro non è, che 
il numero 85a63 ottenuto con le successive sottrazio- 
ni . 


Digitized by Googl 



Delle Frazioni eo. 65 

ni . Se dalla sottrazione delle ultime due eifre fos- 
se venuto un avanzo diverso dallo zero positivo , o 
negativo: allora il numero dato non sarebbe stato 
punto divisibile per 1 1 . 

VI) 937893 , 63n8, 7389* 

o85a63 08738 3417:1 

Così sarà divisibile esattamente per 11 11 preceden- 
te 63ii8 venendone il quoto 5738 , ma non lo sarà 
il 7589* , poiché dalla sottrazione del 4 dall’ ulti- 
ma sovrapposta cifra 7 risulta 1’ avanzo 3 . 

XV. Per determinare se il dato numero sia di- 
visibile per ni, supposto essere questo formato di 
un numero di cifre >3, ed essere peresempio 4 1 586483, 
scrivo come precedentemente in (VII) la prima cifra 
a destra 3 sotto della seconda 8, e avuto l’avanzo 
5 , lo pongo sotto il susseguente 4 : faccio quindi la 
somma delle due cifre ottenute, e sottraggo il risul- 
tato 5-t-3=3 dal sovrapposto 4 aumentato per le re- 
gole della sottrazione di io, ossia da 14, e posto 
sotto del 6 il residuo 6, aggiungo a questo un’ uni- 
tà ebe porto , ed il 5 che gli è prossimo alla destra, 
e sottraggo la somma 6-t- 1 5:= 12 dal 16} scrivo 
l’avanzo 4 sotto dell’ 8, unisco con questo 4 1’ uni- 
tà ohe porto, il prossimo numero a destra 6, e sot- 
tratto lo 1 1 , che ne viene, dal sovrapposto 18, col- 
loco sotto del 5 il 7; prosieguo sottraendo la som- 
ma 7-»-i-»-4=ia dal i5 , e scritta sotto dello j la 
differenza 3, sottraggo 3 1 ■+< 7 dallo u , a scrit- 

to finalmente 1 ’ avanzo zero sotto del 4 » sottraggo 
0-4- 1 -*-3=4 dal 4, e mi risulta un altro zero. Ora ciò 
essendo io dico, che il dato 4*886483 è divisibile 
esattamente per 111 , e che 374653 ne è il quoto, 
poiché, come vedremo fra poco, ogniqualvolta nell* 
eseguire l’ operazione ora descritta gli ultimi duo 
avanzi sono entrambi zero , il numero proposto è 
sempre esattamente divisibile per m, e il nume- 
ro prodottosi daile successive sottrazioni, no è il 
Algebra 5 ' 


t 
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quoto ; noti avendo ciò luogo, quando gli ultimi duo 
residui non siano ainendue zero 
(VII) 41586433 

00374653 

XVI. Vogliasi determinare , se un dato numero 
fornito di più di quattro cifre per esempio 84280 6 
sia divisibile esattamente per sin . Sottratta perciò 
in (VILI) dalla seconda cifra 4 aumentata di io la pri- 
ma 6 già postavi sotto , colloco il residuo 8 sotto 
della terza cifra zero ; sottraggo quindi la somma 
8 -4-1 -4- 6 = i 5 dal sovrapposto zero accresciuto di % 
decine, onde poter eseguire la sottrazione , e scrivo 
sotto dello 8 l’avanzo 5 ; unisco a questo 5 il a per 
le due decine aggiunte di sopra; e i due numeri 8, 6 
prossimi a destra, e sottratto il risultato 5 -4- a 8 
-4-ózrai dal sovrapposto 8 aumentato di 20 , scri- 
vo il residuo 7 sotto del susseguente 2 ; unisco col 
7 ottenuto il a, che porto per la sottrazione, ed i 
prossimi due numeri a destra 5 , 8, e sottraggo la 
somma 7-4-2-4-5-4-8 = 22 dal sovrapposto a accre- 
sciuto di ao ; scrivo l’avanzo sotto del 4» e proseguo 
sottraendo c-+- a -4- 7 -4-5= 14 dal 4 sovrapposto aumen- 
tato di io, e collocato il residuo zero sotto dello 8, 
sottraggo o-4-i-4-o- 4-7=3 dallo 8; e siccome essen- 
do zero anche 1’ ultimo avanzo , hannosi in fine tre 
zeri consecutivi, io dico, che il numero dato è in 
realtà divisibile esattamente per mi, e che il risul- 
tatoci 7536 ne è il quoto . Se gli ultimi tre resi- 
dui non fossero stati tre zeri, allora il mi non 
sarebbe stato più un divisore esatto del dato numero. 
(Vili) 8428046 

0007586 

XVII. Volendosi cercare se il proposto numero 
sìa divisibile per nm, o per mm , ec. si ope- 
rerà sempre in una maniera simile alle precedenti ; 
avvertendo però che nella divisione per imi con- 
viene formare, e sottrarre successivamente la som- 
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ma fion già di due come nel (prec, XV), nè di tra 
come nel (prec. XVI) , ma di quattro delle cifre, che 
ottengonsi consecutivamente; nella divisione per unti 
bisogna sottrarre la somma di cinque di simili cifre, 
e così di seguito ; avvertendo inoltre , che nella pri- 
ma di queste divisioni il dato numero deve avere 
piu di cinque cifre, nella seconda più di sei , ec, ; 
ed affinchè poi la divisione risulti esatta , deggiono 
nel primo caso ottenersi sul fine quattro zeri conse- 
cutivi , cinque nel secondo , e cosi in progresso . 

Per dimostrare i metodi de’ (precedenti XIV , XV, 
ec. ) rapporto in primo luogo al primo di essi scri- 
vasi in (IX) il numero 85263 risultatoci in (VI); sot- 
to di esso pongasi esso medesimo , toltane la prima 
cifra a destra 3 , cioè si ponga il numero 85a6 in 
modo che il 6 corrisponda al 3 , il a al 6 , ec. , 0 
se ne faccia la somma . Poiché per la operazione pra- 
ticata nel ( prec. XIV ) il 6 non è nelF esempio (VI), 
che la differenza fra 3 e il sovrapposto 9 , il a elio 
la differenza tra 6 e il sovrapposto 8 , ec, cosicché 
tutto lo 8520 non è che la differenza tra 85263 , e 
il sovrapposto 93789, ne segue che la somma indi- 
cata in ( IX, A ) altro non dovrà essere che questo 
93789. Aggiungasi ora alla destra tanto dello 8520 , 
come del 93789 un 3 (IX, B); il 93789 diverrà per- 
ciò lo stesso 937893 , che è stato proposto nel (prec, 
XIV) , e lo 8826 lo stesso 85263 , che si è colà otte- 
nuto ; ed il 987893 è evidentemente la somma dei 
due a lui in (IX, B) sovrapposti; ma ogniqualvolta 
l’ottenuto 85263 si moltiplica per 11 , onde averne 
il prodotto, altro mai nou si fa, come apparisce iu 
(XIV, C) che determinare l’indicata somma. Dunque 
essendo 937893 il prodotto che nasce dalla moltipli- 
cazione di 85263 per 1 1 , ne segue, ohe questo 85263 
sarà appunto il quoto , che nasce dalla divisione per 
11 del dato 987893; e però ec. 

Passando al metodo del (prec. XV) , si scriva in 
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( IX , I) ) sotto del numero 874653 risultatoci nel ci- 
tato ( prec. XV ) questo stesso numero in modo , che 
il 5 esista sotto del 3 , il 6 sotto del 5 , eo. ; poscia 
si replichi in una terza linea il medesimo numero , 
ma diminuito della prima cifra a destra 3 , e si pon- 
ga qui pure in guisa, che il 5 esista sotto la prima ci- 
fra 3 della seconda riga, il 6 sotto del 5 ,ec., e infine fac- 
ciasi la somma di tutti e tre questi numeri . Osservando 
attentamente la sottrazione successiva, che si è praticata 
nel (prec. XV), con facilità vedremo, che l’indica- 
ta somma altro essere non deve, che il numero pro- 
posto nel ( cit.° prec. XV) mancante della prima Ol- 
irà a destra 3 , e aggiunta tal cifra tanto a questa 
somma, come al terzo dei numeri sovrapposti (IX. E), 
ne verrà lo stesso numero dato uguale alla somma 
dei tre, che sonovi di sopra. Ora moltiplicando 
374653 per ni , vedesi dal (IX.F), ohe il prodot- 
to, che ne viene, altro non è che la somma degli 
stessi tre numeri del (IX.E). Dunque ee. 

Replicando mediante 1 ’ esposizione dei numeri , 
e le operazioni praticate in (IX.G,H,I) lo stesso discor- 
so , apparirà, la ragione del metodo esposto nel ( prec , 
XVI); e così rapporto agli ulteriori 


A 

B 

C 

80263 

85 2 63 

80263 

8 5 26 

75 a 63 

li 

93789 J 

987893 

85263 

85263 

(IX) 


937893 

D 

E 

F 

374653 

874653 

874653 

374653 

374653 

in 

3 7465 

374-653 

374053 

4153043 

41 680483 

374653 
374653 
41 580483 
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G 

H 

I 

7086 

7580 

7586 

7686 

7586 

un 

7S86 

7586 

7586 

758 

7586 

7886 

842804 

84x8046 

7586 

7 586 


8428040 

È faoile a vedersi il perchè si è supposto , che 
il numero dato contenga nel [prec. XIV) più di due 
cifre, nel (prec. XV) più di tre , più di quattro nel 
[prec. XVI) , e cosi di seguito . Se esso difatti fosse rispet- 
tivamente formato di due, di tre, di quattro, ec. 
cifre , dovendosi in corrispondenza dividere per 1 1 , 
xi 1, un, ec. il quoto non potrebbe evidentemente 
contenere che una sola cifra, e quindi non potrebbero 
aver più luogo i discorsi, e i metodi sovraindicati . In 
queste ipotesi però se il numero dato è divisibile 
esattamente pel corrispondente fra gli accennati 1 r , 
in , mi , ec. dovranno le cifre, che lo costituisco- 
no , essere tutte uguali fra loro . Difatti , supposto , 
che il divisore sia per esempio ni, e che a < io 
ne sia il quoto; avendosi 1 n X« = « + ioa+ icca , 
ne viene evidentemente, che, mentre il numero da- 
to contenga per esempio tre sole cifre , non potrà 
dividersi esattamente per xn, quando queste tre ci- 
fre non siano uguali fra loro. 

XVIII. Determinare se un dato numero , per 
esempio 3a338 , sia divisibile esattamente per 37 , ,e 
in caso che sì , truovarne contemporaneamente il quo- 
to, senza effettuare l’ordinaria operazione della di- 
visione . 

Moltiplico il dato numero per 3 , sopra il pro- 
dotto, nel nostro esempio 97014» ohe ne viene, ese- 
guisco l’operazione esposta nel (prec. XV), e allor- 
ché gli ultimi due residui , che ottengonsi nella ope- 
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razione, sono amemlne zero, dirò , che il nato nu- 
mero è divisibile esattamente per 37 , die non è ta- 
le , se succede altrimenti; e che nel primo di questi 
due ca9Ì il numero risultato , nell’ esempio nostro 
S74 , è il quoto richiesto. La ragione di tuttocciò è 
facile a ritruovarsi , osservando che 37.3= iti . 

XIX. Determinare se un numero dato per esem- 
pio 39704 può esattamente dividersi per 7, trovan- 
done, in caso che si, contemporaneamente il quoto. 

Moltiplicato il numero dato per 3 , pratico sul 
prodotto, che ne risulta, nel nostro esempio sopra 
nona, l’operazione del (prec. XIV), avvertendo 
pet o di raddoppiare ciascuna delle cifre, che si sottrag- 
gono . Così scritto in (X. A) il precedente 119113, 
e posto sotto della seconda cifra a destra 1 la prima 
a, sottraggo il doppio di questa, cioè 4 dal sovrap- 
posto 11; colloco quindi il residuo 7 sotto la terza 
cifra 1, e sottraggo il suo doppio 14 aumentato di 1=1 5 
dal sovrapposto ai ; pongo il residuo 6 sotto la quar- 
ta cifra 9 , e proseguo così ad operare sino al fine , 
avvertendo , che il numero dato sarà divisibile esat- 
tamente per 7 , mentre 1’ ultimo avanzo sia zero , 
e che il numero risultatoci , nell’ esempio nostro 
5672 sarà il quoto corrispondente. 

Per determinar la ragione di questa operazione , 
osservo, che essendo 7.3=21, il numero dato , nell' 
cs. rnpio 39704» sarà sempre esattamente divisibile 
per 7, mentre Io sia per 21 il suo prodotto per 3 , 
mi r aso nostro 119112. Ciò posto scrivasi in (X. B) 
il doppio del numero truovato , nell’esempio 11344, 
e sono di questo il numero medesimo in modo, che 
il 7 esista sotto la prima cifra 4» il 6 sotto la se- 
conda cifra 4» e così di seguito; si sommino questi 
due numeri, e per quanto si è detto è cliiarp , che 
la somma altro non e che il prodotto del numero da- 
to per 3, ossia 119112; ma se si moltiplichi questo 
numero dato , ossia 5673 per 21 , deve evidentemeu- 
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te risultare Io stesso prodotto 119112. 

A B 


7 * 

Dunque ec* 


11344 
5672 

219112 

XX. Potrebbero determinarsi altri numeri parti- 
colari , i quali in conseguenza di loro particolari pro- 
prietà possono , siccome i precedenti , agevolare , o 
ridurre ad altre operazioni più semplici le divisioni per 
loro medesimi, ma il nostro istituto non ci permet- 
te di più dilungarci in simile materia, e ci conten- 
teremo di osservare che il numero dato sarà pel 
( I. n.° 87 ) divisibile esattamente per 6 , se rapporto 
ad esso si verificano le proprietà de’ ( prec. I , XIX ) 
per 1 5 , se quelle de’ { prec. IX , V , ) , ec. 

XXI. Sonosi alcuni serviti delle proprietà del 9 

esposte nei ( prec. VII , Vili ) , onde stabilire nelle 
prime operazioni aritmetiche una regola di verifica- 
zione ; ma da tutti gli Aritmetici essendosi tal rego- 
la riconosciuta , e dimostrata fallace, noi non ne 
faremo parola . Le proprietà istesse del 9 servono 
eziandio ad alcuni giuochi di piacere, e tra questi 
per darne incidentemente un’ idea, esporremo il se- 
guente . , 

Propongo ad un tale , che moltiplichi fra loro 
due numeri interi scelti da lui medesimo ad arbitrio, 
con questa condizione , che prima di effettuare la 
moltiplicazione, mostri a me un solo di questi numeri, e 
chea me sia lecito aggiungere ad esso una cifra, quindi 
gli propongo di cancellare dal prodotto , che otterrà una 
qualunque delle cifre, che lo compongono, purché di- 
versa dallo zero , di cangiare in seguito comunque a 
lui piaccia , P ordine delle cifre , che rimangono ; ed 
esibitomi il risultato, voglio indovinare , quale è il 
Valore della cifra , che ha Egli cancellata . 

Per ciò eseguire allorché la persona supposta 


(X) 


39704 
3 

1 191 12 

05673 


f 


V 
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mostrami uno dei numeri da lei immaginati , faccio 
sollecitamente entro me la somma delle cifre , che 
lo formano, prendendole nel valor suo naturale, os- 
servo quindi se questa somma è divisibile esattamen- 
te per 9, e se non lo è , vi aggiungo una cifra, che 
lo renda tale, cifra, la quale è chiaro, che dovrà 
essere <9 . Ciò fatto , ed eseguita poscia la moltipli- 
cazione, mentre vienemi esibito il prodotto già alte- 
rato nel sovracsposto modo, faccio anche in questo , 
come precedentemente, la somma delle cifre, e os- 
servo quanto manca da questa per giugnere al primo 
numero di lei maggiore, che è divisibile per 9 esatta- 
mente ; il numero esprimente tal differenza sarà il 
cancellato . La ragione di questa operazione è facile 
a dedursi dall’ osservare , che per F aggiunta da me 
fatta ad uno dei fattori , dovendo essere questo fat- 
tore pel ( prec . VII ) esattamente divisibile per 9 , 
tale deve essere anche il prodotto, e quindi anche 
la somma delle sue cifre prese nel lor valore natu- 
rale » 

Siano per esempio 732 , 85 i numeri immagina- 
ti dalla supposta persona, e vengami mostrato il pri- 
mo 7^2; poiché la somma 7 -4- 3 *4- 2= ia non può 
dividersi esattamente per 9, vi aggiungo il 6 nume- 
ro capace di renderlo tale, giacché 7-4-2-*-3 -i- 6 = i3 . 
Fatta la moltiplicazione dei due 7326, 85 , e ottenu- 
to il prodotto 622710, venga da questo cancellato 
per esempio il 7 , e alterato l’ordine delle cifre, che 
restano, mi venga esibito il numero 26120. Esegui- 
to in questo la somma delle cifre semplici, e poi- 
ché dal risultato a s-6-h 1 + a *1. 0— 11 manca 7 per 
giungere al numero che è immediatamente superiore, 
e divisibile esattamente per 9 , cioè al 18, dirò che 
7 è il numero cancellato, come in realtà è stato 
fatto . 

93. Probi. n.° Truovare tutti i divisori esatti 
di un dato numero intero . 
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Chiamato A il numero dato , ritruovo il suo più 
piccolo divisor semplice > 1 , che denomino a, e lo 
pongo qui sotto in (XI) alla destra di A separandolo 
con una verticale; divido per questo a il dato nu- 
lo A , e supposto ~ rr B , pongo B sotto di A , e 
cerco il minimo divisore >t di B, e chiamato qt*©. 
sto b , lo colloco sotto a . Supposto in seguito-^- = C , 

e supposto che c sia il minimo divisore >1 di C , 
•crivo rispettivamente sotto dei due B, b i due C, 
c . Denominato in simile maniera D il quoto di G 

5 er c , e chiamato d il più piccolo divisore > di 1 
i D , pongo questi D , d sotto rispettivamente ai 
due numeri C, c; e proseguo ad operare sempre 
così , finché si giunga ad un quoziente — t . Ciò 
fatto, moltiplico il fattore a per F altro i, e scrivo 
il prodotto ab alla destra di b ; moltiplico per c i 
sovrapposti a, b , ab ■, e colloco alla destra di c i 
prodotti ac , bc , abe ; moltiplico per d tutti i ri- 
sultati, che gli sono di sopra, e posti alla sua de- 
stra tutti i prodotti , che ne vengono , seguito così 
a moltiplicare sino all’ultimo fattore. Eseguite que- 
ste operazioni , i numeri, che esistono in colonna 
alla destra e presso la retta , sono tutti i fattori 
primi, e gli altri tutti i divisori composti di A. 

Sia per esempio Arra ioì ce verrà <7=2, Bmo5, 
£—3 , C==35 , crr 5 , D==7 , d —7 , Erri , ci , e ripe- 
tuta con questi numeri la precedente operazione in 
(XI), avremo quivi i numeri 2, 3, 5 , 7, 1 , che 
saranno tutti i divisori semplici > e gli altri 6, 10, 
i5 , ec. , i quali saranno tutti i composti del aio. 
Per determinare la ragione di questa operazio- 

A B C 

ne , osservo , che avendosi £Lrr B, — r=C,— =D, 

a oc 

= E , ec. , dovrà essere A—aB, B — bC , C=cD, 
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D=i/E, ec. ; ma finché i numeri A, B, C, D, E, ec. 
sono > i , ciascuno dei divisori a, b, c, d, ec. de- 
ve per la ipotesi essere > i . Dunque dovendo es- 
sere A>B>C>D>E> ec. , ed essendo A un intero da- 
to , ed i numeri a, b, c, d, ec. tutti divisori esatti, 
dovremo giungere necessariamente ad un quoziente 
= i , e però l’operazione dovrà aver termine. Ora 
sostituendo in vece delle quantità B , C , D , ec. i 
corrispondènti valori, ne viene k — a$> — abC—abcI} 
~ abcdE zz ec. Dunque proseguito cosi fino all’ ultimo 
quoto , perchè quest' ultimo quoto è 1’ unità , avre- 
mo A = abcd I ; ma questi a , b, c, d , ec. 

sono per la ipotesi, e pel ( n.° 78 ) tanti numeri pri- 
mi; dunque essi a, b, c, d, ec. costituiranno tut- 
ti i divisori semplici di A (II. n.° 87 ); ma gli altri 
numeri ab,ac,bc , ec. si sono trovati facendo i pro- 
dotti tutti de’ precedenti a, b, c , d, ec. a due, a 
tre , a quattro ec. Dunque essendo questi prodotti 
tutti i divisori composti di abcd .... i , lo saran- 
no ancora del dato A. 


A 

B 

C 

D 

E 

ec. 

210 

io5 

35 

7 

z 


a 

b , ab , 

c , ac , he , abe 

d , ad, bd , cd , àbd , aed , bed , abcd 
e , ae, he, ce, de, abe, ace , adc , bee , bde , 
ec. ec. bee, eda, abee , abde , aede , bede , abede 

2 

3 , 6 

5 , 10 , i5 , 3o 

7, 14 , 21 , 35 , 42, 70 , io 5 , aio 
1 
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Del Calcolo dei Rotti . 


?S 


P r obi. u.° Date più frazioni, ridur queste ad 
altre loro uguali , che abbiano un medesimo deno- 
minatore . . 

Sol. Moltiplico i termini di ciascuna delle fra- 
zioni date per tutti i divisori delle altre , e le fra- 
zioni 5 che ne risultano , saranno le domandate • Se 

i rotti dati siano per esempio —■ , —■ , ~ , gli al- 


tri , ~rTt- saranno i richiesti . Difatti con 

1 bdf 9 bdf' bdf 

l’accennata operazione non si fa che moltiplicare il 
numeratore, e il denominatore di ciascheduna fra- 
zione per uno stesso numero, il che pel (II. n.° 77 ) 
non altera punto il suo valore ; e frattanto lo 
stesso prodotto dei denominatori nei rotti dati ser- 
ve di denominator comune nelle frazioni ottenute . 

q5. Scoi. j.° I. Se i denominatori delle frazioni 
proposte hanno una comune misura potremo sempli- 
ficare i risultati , moltiplicando i termini di ciascun 
rotto pei quoti, che si ottengono dal dividere per la. 
supposta comune misura i denominatori delle altre 

frazioni . Dati per ciò i rotti , saranno es- 

si ridotti allo stesso denominatore negli , ÌEL , 

m F'i r m FÌ r 

SEL . 

mpqr 

II. Mediante la soluzione del Problema prece- 
dente potremo determinare , quale di due rotti dati 
sia il maggiore . Imperciocché ridotte le due fra- 
zioni — , — alle — , , se vedrò essere ad > 

b ci bd bd 
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"he , è chiaro , che dovrò conchiudere essere ancora 


£>■£• e p grò 


a >— 
T d 


III. Avendosi pel (II. n.°6^) ttn intero qualun- 
que g = £!i , e ciò qualunque siasi n; e posto nzzbdf , 

fi 

essendo è—j^ •' ne segue, i.° che per ridurre un in- 
tero alla forma di rotto avente un determinato de- 
nominatore , non avremo che da moltiplicare questo 
intero pel denominatore proposto , e sottoporre al 
prodotto il denominatore medesimo; a. 0 che se ven- 
ga dato P indicato intero g con le precedenti frazio- 
ni JL — ridurremo esso pure con queste — t 

b * d , / b 

% 

C • 

JL. a frazioni aventi un medesimo denomina- 

a 9 j- 1 

tore , moltiplicandolo pel prodotto bdf di tutti i de- 
nominatori, e al risultato, che ne viene, sottoponen- 
do il prodotto medesimo . 

96. Probi . 1 3 .° Sommare , e sottrarre fra loro due, 
o più frazioni date . 

Sol. Riducansi le date frazioni allo stesso deno- 
minatore ( n.° 94 ) > quindi si sommino, o si sottrag- 
gano fra loro i numeratori delle frazioni risultate ; fi- 
nalmente alla somma, od alla differenza , che rispet- 
tivamente se ne ottiene » si sottoscriva il nuovo de- 
nominatore; e sarà per tal modo evidentemente sciol- 
to il Problema . Date perciò le due frazioni JL , — 

b di 


ne verrà -r- -r — t? ■*- 3-7 = 


£_ ad le adA-bc JL -£ ai 

d — M W U~’ b~d~bcL 


in al— le 

~ bd bd * 

97. Esem. i 5 .° Determinare quali siano i Polie- 
dri, ne’ quali ciascun angolo solido è formato di ni 
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angoli rettilinei, e ciascun piano è un poligono di 
a lati . * 

Sol. Chiamato x il numero dei piani , che cir- 
condano uno de’ cercati Poliedri, per la supposizio- 
ne fatta ax sarà il numero totale degli angoli ret- 
tilinei , che concorrono alla formazione di tutti gli 
angoli solidi del Poliedro medesimo; ma ciaschedu- 
no di questi angoli solidi è per la ipotesi formato 
da m angoli rettilinei ; dunque il numero totale de- 

(X X 

gli stessi angoli solidi sarà — . Inoltre ad ogni duo 
lati dei Poligoni corrisponde un lato del Poliedro ; 


dunque la somma di questi secondi lati sarà — , Ora 

dalla Geometria si sa , che in un solido rettilineo 
la somma dei piani che lo circondano , e la somma 
dei suoi angoli solidi prese insieme superano di due 
unità il numero dei lati del Poliedro medesimo . Dun- 
que dovrà essere ® «+■ — = —•♦* a. Riduco ora tut- 

1 m a 

ti i termini della presente Equazione allo stesso de- 


nominatore , 


e li sommo , 


ne verrà 


amr-f aajr 
a/71 



< 


a ( n ‘* 94 > IH- 95 , 96 ) ; moltiplico 1’ un mem- 
bro , e l’ altro di quest’ ultima Equazione pel co- 
mun divisore a m, e avutane cosi la terza »mx-*-^ax 
(I. n.° 63 ) la riduco alla (am-t-aa — am)x 

=4/» (n.° 61) , e finalmente ottenuto x — éH 

' a/ra-fr aa — am * 


questa espressione -, — — . indicando il numero 

am+aa — am 

delle facce , che circondano il solido supposto, e pe- 
rò il genere de’ Poliedri a’ quali esso appartiene , 


(“) Lhuilier Rlémens raisonnés d’Algébre 5 - a 4 - 
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scioglierà il proposto Problema , ove frattanto con- 
viene osservare , che il valore della x , come i va- 
lori delle a, m devono essere evidentemente tanti 
numeri interi , positivi , e determinati . 

Sia per esempio a—*> , onde i Poligoni che cir- 
condano il solido siano tanti triangoli : ne verrà 

x = — > ma nella formazione di un angolo soli- 

C—m 

do esigonsi per lo meno tre angoli rettilinei ; dun- 
que supponendo successivamente mzz 4 , 4> 5 , 6 , 7, 
8 , ec. poiché ci risulta x corrispondentemente 

=4, 8, 20, il — 28, — 16. ec. , ne segue che nella 
o 

ipotesi fatta con dei triangoli possonsi bensì forma- 
re dei Tetraedri 3 degli Ottaedri, e. degli Icosaedri, 
e ciò quando sia m rispettivamente ss 3 , 4 s 5 , ma non 
può formarsi alcun altro Poliedro . Pongasi m — 4 

onde . Poiché col fare snccessivament e 

4 — n 

m=z 3 , 4 > 5, 6, ec. ottienesi in corrispondenza 

8 

x — 6 , — io, — 6, ec, ; vedesi , che con dei 

S uadrilateri non possonsi nella nostra supposizione 
ormare , che degli Esaedri ; e nel caso di « = 5 la 

nostra equazione divenendo x == — ci mo- 

1 io — o m 

atra che con dei pentagoni non possonsi nella solita 
supposizione costruire che dei Dodecaedri 

Sia nella x — ^ la m—$. Dal valo- 

saH- a a— *a«i 

re x = , che quindi si ottiene, vedesi che 

qualunque valore intero > 5 attribuiscasi alla a , 
non mai ci risulta alcun valore della x intero , po- 
sitivo, e determinato. Dunque nella ipotesi fatta 
non potendosi formar de’ Poliedri, nè con degli Esa- 
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goni , nè con degli Ottagoni ec., ne segue che in si- 
mile supposizione con dei Poligoni del medesimo ge- 
nere, siano essi regolari, o irregolari, non possonsi 
formare che i cinque generi di solidi , che sonosi or* 
determinati . 

98. Scol. 2. 0 I. Nelle precedenti determinazio- 
ni sono risultate delle frazioni, cioè le JL , 

o o 

le quali hanno per denominatore lo zero : ora qua- 
le è il valore di somiglianti rotti , quale in gene- 
rale è il valore della frazione — , in cui a sia di- 

o 

verso dallo zero? Posto — —x venendone a—oXx 

O 

( I. n.« 63 ) , non potrà x essere nè zero , nè quan- 
tità finita, perchè se ciò fosse, avendosi oXr = o , 
ne verrebbe o=o contro la ipotesi . Affine però *di 
determinare che possa significare una simile espres- 
sione , suppongasi il rotto -2- , in cui tanto a , come 
b siano quantità positive , e supposto JL = c , _L 

b b ** 4 

— d y — = «,—=/, ec. , si formino le fra- 

. • a a a a a __ 

ziom —7— > — , — — > — j — -r , ec» 
tede/ 

Pel (II. n.» 77) dovrà essere -£.= 2-2-, - 2 - = 4 JL t 

c od b 

iL = S — , -£- = 16 - 2 . , ec. Ora i denominatori 
e b f b 

b, c , d, e ,/, ec. diminuendosi successivamente sem- 
pre della metà, possono impiccolirsi oltre qualun- 
que quantità venga assegnata , e nel tempo stesso 
oltre qualunque differenza data avvicinansi allo ze- 
ro , senza però poterlo mai raggiungere. Dunque le 

precedenti frazioni -2. , — , ec. , aumentandosi in 

b c 
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corrispondenza sempre del doppio, potranno giun- 
gere a superare qualunque quantità si assegni gran- 
de quanto si vuole , e nel tempo medesimo acco- 
starsi oltre qualunque distanza data alla espressio- 
ne — , senza poterla mai arrivare . In conseguenza 

o 

di ciò siccome questa — rappresenta il limite di 

una serie di quantità, le quali possono aumentarsi 
senza fine, hanno i Matematici convenuto di chia- 
marla Quantità infinitamente grande , od infinita , 

II, Suppongasi , che nella precedente , il 
denominatore b già positivo vada continuamente sce- 
mando fino a diventar negativo . I valori della 

andranno corrispondentemente sempre crescendo 
(II. n.<> 77 ) } e quando b diventa — b, la frazione 


divenendo -'L = — JL ( n. # 65 ) , si farà essa pur 
— b b 

negativa . Ora b scemandosi continuamente non può 
diventar negativo, senza passare per lo zero ( n.® 49 ) . 


Dunque il rotto -i. mentre in corrispondenza si 
accresce , non potrà diventare di valor negativo sen- 


za passare per — , ossia , in conseguenza della de- 
nominazione data nel (prec, II} , per un valore in- 
finito. Dunque se una quantità, qualunque siasi , 
variando continuamente , giunge dallo stato positi- 
vo al negativo , non potrà far ciò , che passando per 
lo zero , o per 1’ infinito : passerà per lo zero , se la 
quantità data si va sempre diminuendo, per l’infi- 
nito se va aumentandosi . 

III. Quale sarà il valore della frazione, se in 
essa sia zero non solamente il denominatore , ma 


au- 
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ancora il numeratore , ossia quale è il valore del- 
la espressione Pongasi perciò = x , ne ver- 
rà 0 = 0 X^j ma qualunque valore finito si dia at- 
tualmente alla x, sempre risulta cXr = o. Dunque 


questa Equazione , e però l’altra — = x verifican- 

O 

dosi sempre , qualunque siasi la a;, ne segue, che 
l’espressione-^- potrà uguagliare una quantità qua- 
lunque , e quindi sarà di un valore indeterminato . 

IV. Rapporto a quanto abbiamo asserito nel 
( prec. Ili ) conviene fare una eccezione , essendovi 

de’ casi, ne’ quali il valore della precedente x — ~ 

non è altrimenti indeterminato. Per riconoscere que- 
sti casi , osserviamo poter accadere, che il numera- 
tore , e il denominatore di un fratto divengano en- 
trambi essenzialmente zero per la natura del rotto 
medesimo , e potere accadere, che gli accennati ter- 
mini divengano zero , per così dire accidentalmen- 
te , in conseguenza cioè di nuove quantità intro- 
dottevi . Del primo genere sono i due rotti » 

, il primo de' quali è essenzialmente = 


qualunque siansi le incognite fra loro indipendenti 
z , w, ed il secondo è essenzialmente tale, mentre 
le z , u indipendenti fra loro siano la prima = a , 
e la seconda —b. Del secondo genere poi sonoi due 


• z*— z 2 g4— m % • • • 

rotti ) fTt — poiché riducendosi il primo di 


essi all’ altro 
Algebra 


z(z— z ) 
«(*—*) * 


s 

ed il secondo all’ altro 
6 


\ 


I 
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(II- ”•* 61) divengono bensì ^ , il primo 

qualunque sia la z , ed il secondo quando facciasi 
z—a ; ma diventano tali per l’accidentale moltipli- 
cazione del numeratore e del denominatore per z — z 
rapporto al primo, e per z*— a a rapporto al secon- 
do; cosicché, tolto questo fattor comune, fattore il 
quale dal ( III. n.° 77 ) apparisce essere estraneo al 
valor vero della frazione, non possono più acqui- 

stare la forma — , divenendo il primo = — , eu 

o a 


il secondo = 


Ciò posto, 0 il rotto, che acquista la forma 
— , 1’ acquista per la prima delle ragioni ora in- 


dicate , oppure per la seconda : se per la pri- 
ma , allora avrà sempre luogo il dimostrato nel 
( prec. III. ) , ed il rotto , per conseguenza , avrà 
sempre un valore indeterminato : se lo acquista per 
la ragione seconda; allora tolta la causa accidenta- 
le, che rendeva il numeratore e il denominatore 
zero, non avrà evidentemente più luogo, quanto si 
asserisce nel ( prec. IH. ), e quindi la frazione non 
potrà più essere, come l’altra, indeterminata. Per- 

ciò delle due frazioni . , — — » la prima è 

U-—H — «2 

essenzialmente indeterminata, la seconda è determi- 


s ... , -, z—a 34— 

natamente = — , e delle altre due — •. , 7— — .— * , 

a u — b ’ bz* — ba. * 

quando si faccia z—a , u—b, la prima è necessaria- 
mente indeterminata, e la seconda acquista il valo- 


re determinato 



99. Scol. 3.° Nello sciogliere il Problema del 


’Digitized by Google 


Del Calcolo de’ Rotti . 


83 


( n.» 97) pruovata l’Equazione = fi •+. a 

m a 

avente delle frazioni , abbiamo quindi dedotta l' al- 
tra zmx ■+■ 2.ax ~ amx -+• priva pienamente di rot- 
ti . Ora questa operazione , per cui una , o più li- 
quazioni date si liberano dalle frazioni , se mai ne 
contengono, e che il più delle volte è necessario di 
lare prima di risolvere le Equazioni date , esegui- 
tesi sempre , siccome nel ( n.° 97 ) , riducendo tut- 
ti i termini di ciascuna Equazione al medesimo de- 
nominatore , e poscia togliendo, oppure più sempli- 
cemente non ponendovi punto il denominatore co- 
mune. Se sia data per esempio 1 ’ Equazione 

v O 

— x — -1. , sarà essa liberata dai rotti nella aedx -*• 

a 

b^d ~ bedx — abe 2 . 

ico. Probi. 14. 0 Moltiplicare una frazione data 
per un’altra. 

Sol. Si moltiplichino fra loro rispettivamente i 
numeratori , e i denominatori delle frazioni date , 
e la frazion che ne viene, sarà il prodotto richiesto. 

Difatti volendosi moltiplicare _f. per S. , osservo , 

b d 

che fi non è che il prodotto di ® per c (II. n,® 77), 
b b 

ma fi è un prodotto d volte maggiore del doman- 
dato , perchè — deve moltiplicarsi , non già per c % 
b 

ma per _1 ; dunque il prodotto richiesto dovendo 
d 

essere d volte minore di fi , l’otterrò moltiplican- 

T 

do per d il denominatore b ( II. n.* 77 ) / © sarà per 

'a c ac 

conseguenza X X T = ÌJ- 


% 
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ioi. Teor. Nella moltiplicazione delle frazioni 
il prodotto è sempre lo stesso, qualunque dei due 
fattori facciasi moltiplicatore . 

Dim. Ciò è già noto dal ( n.® 46 ) riguardo ai 
segni ; riguardo poi al valore dei due fattori , po- 
tendo essere fratto uno solo di essi , e 1 ’ altro iute-» 
roj e potendo essere rotti entrambi 

I. Abbia luogo il primo di questi due casi , © 
sia per esempio fiuterò 6 da moltiplicarsi pel rot- 
to JL , Per la natura delle frazioni abbiamo JL JL, 

5 5 5 

■+• JL -+• JL JL — 3 , e pel ( n.® A 8 ) abbiamo 6 X 3 

6 ò 5 - 3 3 3 8 3 

== 3 x 6 ; dunque sarà ancora 1 

5 5 5 o 3 

= ( }*T^i*T*|lX 6 ’ 6 6 4~ 6> 4 

6 X— 6 X~ 6 x 1 . = 1 -X 6 +L X 6 ~X 6 * 

O d J b d O 


— X 6-h — X 6 . Ordalia forma istessa dei due membri 
5 5 3 

di quest’ ultima Equazione si vede , che 6X— è una 

5 

* 3 

quinta parte del primo membro, e che — X 6 è una 

V* 

quinta parte del membro secondo . Dunque , di 
due cose uguali dovendo essere fra loro uguali an- 

che le parti quinte , ne verrà 6 X T = T X 6 ; 

5 o 

e però ec. 

II. Siano fratti tanto il moltiplicando, come il 
moltiplicatore, e siano questi per esempio i due 

5 8 8 8 

4 - , — t Per la natura de’ rotti si ha _ _ ■+■ — -+* -7r-=8, 

70 3 3 3 

e per (prec. I) abbiamo JLx8 2= 8X— j dunque essen- 

? 7 
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do ancora — X(— -*-~ 
7 3 3 


T ,=I T' 


J_-f- A)x— v 

3 3 ,X 7 7 X 




nc verrà JLx — = — X — > perchè questi due risul- 
7337 


tati non sono rispettivamente , che le terze parti dei 
due membri nella Equazione ottenuta . Dunque ec. 

Ciocché si è dimostrato nei precedenti due ca- 
si , dimostrasi evidentemente in egual modo , qua- 
lunque siansi i fratti, che propongonsi a moltipli- 
care. Dunque ec. 

102 . Scol. 4. 0 I* Moltiplicata una qualsivoglia 


quantità per un rotto JL , dalla natura della opera- 

b 

zione ( n.o 4' ) è facile a vedersi , che il prodotto 


— , nel caso di a>b , è >m , nel caso di a sr b 
b 

risulta = m , e mentre a<b, diviene <m. 

II. Potranno quindi ridursi le frazioni di fra- 
zioni a frazioni semplici . Dato per esempio il rot- 


to di rotto -£- 
d 


ai 




A 


— di _fL non è che la desima parte di sarà 
db 0 


— — ( II. n. a 77 ) ; ora 1 è un numero c vol- 
ili d 


te maggiore di JL ; dunque sarà = JL X c = ~ 
d bd bd 

(II. n.o 77 ). Per conseguenza moltiplicando insieme 
i rotti , che formano una frazione di frazione , il pro- 
dotto che ne viene, sarà la corrispondente frazione 
semplice . 

io3. Probi. i5, Q Dividere una data frazione per 
un’ altra . 


I 
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Sol. Scritto il divisore sotto del dividendo col 
porre tra loro la solita lineetta transversale , molti- 
plico nella frazione frazionaria, che se ne ottiene, 
gli estremi, ed i medj , pongo questo secondo pro- 
dotto sotto del primo , e la frazione risultata sarà 


il quoziente cercato . Volendo divider e — per — 

a b <1 

scrivo — , ed eseguite le accennate moItiplicazi°“ 
. ~d 

ni , il quoto sarà f_ . Se fosse difatti proposto a 


dividersi * per c , se ne ha il risultato — ( II. n.° 77 } ; 
b bo 

ma dovendosi dividere JL non già per c, ma per 

~ y il quoto ~ e d volte minore del dovere ; dun- 
a oc 


que il richiesto sarà = — Xd = — / II. n.® 77 ) - 

bc bc ' 

Dunque ec. 

104. Scol. 5.° I. Le frazioni frazionarie , quali 


a 

~b 


a 

1 


sono le — ~ =.~, non essendo ; che 
d ~d d 1 

quozienti indicati di rotti divisi per rotti , si ridur- 
ranno coll'operazione del (n .prec.) a frazioni sem- 
plici , e le ora supposte saranno per conseguenza 

rispettivamente = — , — , — . 

bc c bc 


II. Data una frazione per esempio la iL potre- 


mo quindi ridur questa ad un’ altra o semplice, o 
frazionaria, che abbia un dato denominatore per e- 
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•empio n ; e ciò olterremo moltiplicando per que- 
sto n il numeratore a, e al prodotto — sottoscri- 


vendo lo stesso n, onde sarà evidentemente JL = 

b 

an 

JL _ . Se an è divisibile esattamente per b , chiama- 

n 

tone m il quoto esatto , la frazione —, a cui ri- 


ducesi la data 



sarà semplice, altrimenti saràfrr- 


zionaria. La soluzione di questo Problema tutti gli 
Aritmètici sanno essere necessaria per ridurre delle 
parti aliquote dell’unità medesima. 

io 5 . Esempio 16. 0 Domandasi quali siano i Po- 
liedri , in cui ciaschedun angolo solido è formato 
con m angoli rettilinei di tanti Poligoni , che ab- 
biano a lati per ciascuno , più n angoli rettilinei 
di tanti Poligoni aventi per ciascheduno b lati . 

Sol. Siano x i Poligoni di a lati , ed y quelli 
di b lati. Tutti gli angoli, siccome tutti i lati di 


questi Poligoni sono ax-*-by : dunque saran- 

SÀ 

no tutti i lati del Poliedro domandato , e ciascun 
angolo solido contenendo per la ipotesi m dei pri- 
mi ax angoli rettilinei , ed s dei secondi bx , la 
somma di tutti gli angoli solidi' dell’ accennato Po- 
liedro sarà rappresentata tanto da ~ , come da 

m ti 


Dunque avremo e pel principio geometrico 

iti il 


che si è indicato nel (n.o 97), avremo x -t-j-f- 

771 

-+- a. Tolti da queste Equazioni i rotti. 
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« ottenute così le anx — bmy , ( im *♦- a/t — am) x 
6m — 2 m)y-*-^m, converrà per la loro soluzione 
passare alla eliminazione delle incognite. Potremo 
mo a tal fine servirci del solito metodo ( n.* 5i ) ; 
tiòn sarà però inconveniente l’indicarne qualche al- 
tro. Prendasi pertanto da amendue le ricavate Equa-* 
zioni il valore di una delle incognite , per esempio 
della x , come se gli altri termini fossero tutti co- 
gniti , e avuti così nel nostro caso i due risultati 

* = Ì221, * = ( hn 2-^2Z±±l , osservo, che sicco- 

an am+aa — am 

me due cose uguali ad una terza deggìono essere 
uguali fra loro , simili risultati dovranno fra loro 

uguagliarsi , e porrò quindi • 

Questa è Un'Equazione, come si vede, priva della 
x\ ne tolgo i rotti , la risolvo, e ottenuto il való- 
re della y - — _ 4a ” ,n — , ossia 

a m'b — aat/rn — ubmn-j-aamn 

y ~ ^aVn-I [m ^n)y,a b i 1(> 808tÌtUÌSC ° «ella 

a 83 -—f » 0S8 ‘ a * = ~Xy > ed effettuata la divi- 

tiene per m, ne TOrà* ^ - ^ - . 

Se sia atx. 3, m± ra, bxz\ , nxz% , trovandosi con 
le sostituzioni ar=8, j=6 , ne segue che potrà for- 
marsi un Poliedro con 8 triangoli , e 6 quadrilate- 
ri , e però di 8-+-6=i4 piani , in cui ciascun ango- 
lo solido contenga due angoli de’ triangoli , e due 
dei quadrilateri . In egual modo poiché , posto a— 6 , 
ni—i, b=. 5, ;?=a, ne viene x=5 , y=ia, potrò con 
cinque Esagoni, e 12 Pentagoni formare un Polie- 
dro di 1 - piani , nel quale ciascun angolo soli- 
do contenga un angolo dell’ Esagono , e due dei 


» 


1 
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Pentagono . Qui pure ogniqualvolta i valori delle 
x, y risultino negativi, o fratti, i Poliedri corri- 
spondenti saranno impossibili . 

io6 k Scol. 6.° I. Il precedente metodo di Eli- 
minazione consiste in generale nel determinare da 
entrambe le Equazioni il valore di una stessa inco- 
gnita per esempio x , considerando come noti tutti 
gb altri termini, nell’ uguagliare fra loro i due ri- 
sultati, che ne vengono, aventi solamente l'altra 
incognita y, e trovato da quest’ ultima Equazione 
il valore della y, nel sostituirlo in una delle due 
Equazioni precedenti . Oltre il presente , ed oltre 
quello del ( n.° 5i ) esistono ancora altri metodi di 
eliminazione , e tali sono i due seguenti , che sarà 
bene l’ esporre , affinchè poi nei diversi Casi parti- 
colari possa scegliersi quello, che secondo le circo- 
stanze vedesi più comodo, e piu opportuno'. 

II. Siano perciò le due Equazioni ax-h-by—c, 
gx-*-hy~k\ cerco il valoredella x dalla prima , ed 

avuto x— , lo sostituisco nella seconda , ci ver- 
a 

rà c $~rJ’* Z -f- hy±z k, ossia (ah — bg)y=àk — cg i ed 
ecco un'Equazione mancante della £ . Truovo da 
questa y = a/c ~£ S sostituisco nella x = — ~Z , ossia 

af — - — j'-Xy , ed avremo x — -iL — e pe- 

a a a a % h*—abg 

rò x - «'ch-abcg-a*b)c+abcg 0 fi na l men te x = c ±d* . 

a* h—a* b g ah—bg 

Questo metodo adunque consiste nel cercare , come 
precedentemente , da una sola delle Equazioni date 
il valore di una delle incognite , per esempio della 
x , nel sostituire questo valore nell’ Equazione se- 
conda, la quale perciò non conterrà più, che un* 
incognita sola, nel nostro caso la sola y \ e deter- 
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minato da questa il valore della y, nel sostituirlo, 
come di sopra , in una delle Equazioni precedenti . 

IH. Si moltiplichi la seconda delle due Equa- 
zioni ax-4-by=zc , gx-^hy — k per una quantità inde- 
terminata, che dirò m, e si sommi con la prima 
Equazione il risultato gmx hmyzzkm-, otterremo 
x-*-(0-+- hm) y — c-t-k/n . 

Vogliasi ora eliminare la x ; siccome la m è di un 
valore indeterminato , la determino in modo , che 
sia w*-gm—o‘, la Equazione ottenuta per questa sup- 
posizione diverrà (b-t‘hm)y=zc-*-km ; ma dalla a-*-gm—o 

ottienesi m— — JL . Dunque sostituendo ne verrà 
è 

[b — — ) y~ c — ^ , ossia [bg — ah) y~cg —ah t 
è 8 

ed ecco cosi un’ Equazione avente la sola y . Vo- 
gliasi dalle Equazioni date eliminare la y ; invece 

b 

di a-*-gm pongo b-t-hm—o , e però m rr — -j- ; la E- 

quazion precedente diventando perciò [a-*~gm) xzzc 

b” 

•+>km , con la sostituzione otterremo — x : z c 
Ik 

— -£*, ossia (ah—bg)x — ch—bk, Equazione avente la 
sola x . 

IV. Tutti questi metodi hanno luogo eziandio se 
le Equazioni date , e le incognite loro siano più di 
due. Akbiansi difatti le tre Equazioni generali 

ax-¥~hy-¥czzxd, ed in parti- C i oy— 8zrr 3, 

cx-*-fy-*-gz=h } colare le < ax— qy-t-4s=— 47, 

òr-t* jy-*-kzzz l, ( ^x-Sy-*~gz =: — 1 a, 

6 * 

e vogliasene trovare rispettivamente un’ altra, la 
quale non contenga che la sola z . Servendomi del 
primo dei sovraccennati metodi truovo da tutte e tre 


/ 
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le (XII) il valore della x , ed avuto nel caso gene- 
rale X = d - h r-JI,x=tzÙ:-J* , x = , 

a e 1 

e nel particolare x = x = ~ Ì 7 ±?ZZ:^ % 

x = , U g Ua gii 0 il p r j rao di questi risul- 

7 > 

tati col secondo , e col terzo, e formo le Equazioni 

d-by-cz = h fy —gz , d~by-cz _ l-jy-kz , p ]p ahrP) 
a e a i 

3-f-ioy+8z —47-4-97—43 3-t-to7-f8z — 12-4-57 — 9* 

H a ’ 6 i ’ 

e però le (af—be) y-*-(ag — ce) z — ah — de, (aj-bi)y-*- 
(afc—ci) zzzzal—di ; e le 7 y — 283=147 ,55 y+ 83z =z — 57.' 
Avendosi così ottenute due Equazioni con le sole 
due incognite y , z, elimino da queste con una delle 
maniere già cognite la y, e si avrà ialine la doman- 
data Equazione in z. 

V. Volendo far uso del metodo del (prec. Il) 
determino dalla prima delle ( XII ) il valore x = 

d by—c.i_ ^ ^ — 3 -f 107-78 3 ^ e j Q gogt i tu isco nelle al- 
a <> 

tre due , e risultandoci perciò le due Equazioni 

d*-bty-C** +fy+g Z - h 3 ài-.Uy-ciz y_.fo._J. 

6 +^rpi. _ Sy+ 9 z 

=r — 12; e quindi le precedenti due (af—be) y - 1- 
(ag — ce)z~ak — de , (aj — bi)y -+■ (ah — ci)z~al—di ; e le 
precedenti 77 — a3z=i47, Sty+ 33 zzz — 57, da esse 
ritrarrò , come sopra, l'Equazione con la sola z. 

VI. Seguendo finalmente il metodo del (prec. Ili ), 
moltiplico la seconda delle (XII) per l’indetermina- 
ta m , la terza per Findeterminata n, e sommo con 
F Equazione prima le due emx -*-fniy -+■ gmz — hm t 
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ÌTuc-+-jnyH-knz—ln , e nel caso particolare le ztnx—qwy 
-¥-\nrJzz — 47/re, 7 nx — ìny-t-<)nz — — 1 are, che ne vengono. 
Avuta così la {a-*-em*‘in)x-*-(b-*-fm+/n)y-t-{c-*-srn-t-/c/i)z 
— d-*-hm-*-/n , e la ( 3 -H 2 //.-*- 7 re) x — (lo-t-gra^-a/?) j — 
(lì— 4/72— 9«);=3— 47/re— lare, poiché si vuole un’Equa- 
zione con la sola z, pongo a-*-em-+-in = o, b-+-fm-+-jtt=.o i 
3*+*2/«H*-7n =x o , io *+*9m‘-+-5re = 0 ; determino da que- 
ste con uno dei metodi già noti i valori delle inco- 
gnite /re, n; li sostituisco, e P Equazione (r-*-gm-*-kn)z 
zzd-*-hm-¥-ln j e la — (8—4 m ‘ — 9re)rn=3'— -47/77— 12/1 , ossia , 

( giacché nel caso generale truovasi m = - ! ~ a J n — 

e J fi * 

, e nel particolare m = — n — L.Ì, la 

Equazione ( rej~-cfi-t~bgi—agj-i-afk—bek ) z '2= dej—dfi 
hhi-ahj-^aìf—bel , e la 7072=,— 2828 , che ne risul- 
ta , sarà la richiesta. Se si avesse voluto che l'E- 
quazione finale contenesse la sola x , oppure la so- 
la y, avrei nel primo caso uguagliati allo zero i coef- 
ficienti delle y , fc, e nel secondo i coefficienti del- 
le x , z, determinando così opportunamente i valori 
delle m , n . 

* yn- Scrivansi le due Equazioni supposte per 
la eliminazione nel ( prec. II ) con dei coefficienti 
alle x , y accennati nel modo , che segue 
a! x -+- V y = g 1 
a"x ■+• b"y = g" . 

Applicando a queste il metodo dì eliminazione del 
(prec. Ili) veggo , che , avuta l’Equazione (a'+a”/n)x 
(b'-¥-b"iv)y —g'- 4 -g"m , quando voglio toglierne la x 
mi risulta «'-+-rt"reì=o , e però (b’ -+-b" m)y = g +g" m , 

e finalmente y — f \ , e quando si vuol to- 

gliere la y, ottienesi b'-*-b"mz=o , e però (a’+a'^x 

= g'-*-g" m , e finalmente x =r l ' f . ~ ^ . Ora parago- 

il il M il il 1 * 0 
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nando le Equazioni a' -*-a" rn—o , (b'-*-Vm)y^g'-*-g"tti 
con le altre b'+'/'ntSso , (a'-+-z" m)xzzg'-*-g" m ; veggo, 
ohe prescindendo dalle incognite x, y , le prime di-, 
vengono le seconde , col semplice cangiarsi delle a', a" 
nelle rispettive b', b", e delle b', b" nelle a', a". Dunque 

*e nel valore della y si eseguisca tale can-, 

a'u" — 1/ u 


giamento^ dovrà risultarne il valore della a? , come 

b*p u t/f)" 

difatti accade, risultando -f- — —-—.—x\ In conse-> 

ha -i - ab 


guenza di questa osservazione , potremo , mentre si 
voglia il valore delle due incognite x, y, abbrevia-, 
re il calcolo; imperciocché ottenuto il valore della 
y , non avremo, che da cambiare in questo a! in b\ 
e b' in a' , a" in b" , e b" in a" , e simile permu- 
tazione produrrà il valore della x senza operazioni 
ulteriori . 

Vili. Le tre Equazioni supposte nel (prec. IV) 
si scrivano con i coefficienti accennati come segue 
a’ x ■+• V y -4- c' z = g' , 
a" x -4- b"y ■+• c"z = g" , 
a"'x ■+> b'"y -t- c"'z = . 

Pel metodo di eliminazione del (prec. VI) ottenuta 
1’ Equazione ( a-+-a”m-4- a'"n) x-*-(b' b"m-t- b"'n) y 
■+•( :' -*-c"m-*-c'”ri)z=g'-*-g”m-*-g'"n , osservo che quando 
voglionsi eliminare le x , y , si formano le Equa- 
zioni a'-*-a”m-*-a,'"n — o , b'-*-b"m-*-b'"n — o , e però la 
(c' m-*-c"’ n)zzzg -*-g" m-*-g”' n : quando si vogliono 
togliere \e‘x,z, fannosi le EqnaziojR r ro%-a"m-+-a"'n=o, 
c'-*-c"m-*-c"'n—o e però la (b'-+-fi"m-*-b' v n)yz2g'-*-g"m 
- +-g"'n ; e mentre voglionsi’ fare scomparire le y, z , 
si pone b'-+-b"m-t-b"' rizzo , c'-*-c''rh-t-c"'n£zo , e però si 
ha (a'-*-a"m-*~a"'n)xzzg'-*-g"m-*-g"'rl . Ora veggo che il 
secondo di questi casi nasce dal primo , mentre si 
cambino le b' , b" , V" corrispondentemente nelle 
c’, c", c"', e queste nelle b', b" t b'", lasciate le altro 
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lettere al suo luogo ; e dallo stesso primo producesi 
il caso terzo, mentre si mutino le a a " , a"' nelle 
c\ c", d" , e le c', c", c m nelle a’, a", a"' , lasciato 
il restante, come si trova. Dunque ottenuto il va- 
lore della z, per avere gli altri della y , e della x , 
senza eseguire nuovi calcoli , non dovremo che ese- 
guire sul valore di essa z le permutazioni fra le let- 
tere poc’ anzi indicate; ma effettuato giusta i (prec. 
VI, VII ) del primo di questi tre casi il calcolo , 
truovasi 


_ Ptr-W)F-W^gW+M'-arg’')i~ . , 
(a‘d—u"c)b"‘ — (ale" — d'cjb" Jf (a'V* — d"c ")b' * * 

permutate le b ' , b" , b"' con le c' , c" , c'" , avremo 

y ~ (a*'-«l>"-(«'P-aT)c"+(aTW'i''j c ’ e Cam " 
biate nel valore della z le c', c",c"' con le a', a", a!", 

ara X — c 4 d)l>”— m {cd" — c'"a')4''+(c"a"'— c"d)b‘ 


IX. Onde indicare delle quantità diverse , gio- 
va molte volte nel calcolo il servirsi , siccome nei 
(prec. VII, Vili), delle medesime lettere distinte fra 
loro con diverso numero d’apici ; col mezzo di que- 
ste apparisce frequentemente più chiara la forma, e 
più evidente 1’ analogia , che hanno fra di loro i ri- 
sultati , che se ne ottengono , e quindi il calcolo 

f mò rendersi , come ne’ precedenti casi , più agevo- 
e, e più breve. 

X. Osservando la forma dei valori delle x,y, z 
ottenuti nei (prec. VII, Vili), potremo stabilire 
una regola pratica , onde date due , o tre Equazioni 
con altrettante incognite , si potrà tosto determina- 
re il valore di ciascuna di queste , senza eseguire 
attualmente le accennate operazioni di eliminazione. 

i.° Cominciamo dal supporre, che siano due le 
Equazioni date, e tali siano le supposte nel (prcc. VII) . 
Volendosi dapprima il valore della y , trascuro nel- 
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le Equazioni la colonna delle y , moltiplico quindi 
il coefficiente a' della x nell’ Equazion prima pel 
tendine cognito g" della Equazione seconda ; mol- 
tiplico il coefficiente a” della x in questa pel ter- 
mine cognito g' in quella, cambiandone il segno ; 
unisco i due prodotti a'g", — a"g' , cangio le quan- 
tità g g" nei coefficienti b', b " della y , e diviso il 
risultato a! g" — a" g' per 1’ altro a' b" —a" b' , sarà 


v — -JL . Per ottenere il valore dalla x , opero 

J ~~ àb'—ub- 

nella siessa maniera, trascurando la colonna delle x, 
moltiplicando V per g" , b " per - g', dividendo il 
risultato b' g" — b" g' pel precedente denominatore 

a'b"—a”b' cambiato di segno , e dicendo x = • 


Se per esempio 

ix 4 / — 44 

ix •+■ 9y = 

siano le Equazioni date ; per la regola ora stabilita 

avremo 

7-i 3 — 5-44 — 9 T — 3SQ _ — ta 9 _ . 

y “ 7. 9—5. 4 od— so 43 * 


r — 4-»3— 9-44 — 5a— 3 q6 _ ^>344 -, 8< 

“ , — 43 —43—43 

a.* Tre siano le Equazioni proposte , e siano le 
tre del (prec. Vili) . In questo caso, mentre si vo- 
glia il valore della z, trascurata la colonna delle z, 
combino la prima delle tre Equazioni con la secon- 
da , e determino quindi, come nel (prec. »• ) la 
quantità a'g"—a"g' , e moltiplico questa per b"' coef- 
ficiente della y nella Equazione terza; combinando 
poscia la prima con la Equazione terza determino 
nella stessa guisa la a'g"'—a"'g', e moltiplico que- 
sta per — b" coefficiente della y nella Equazione se- 
conda preso con segno contrario ; dalla combinazio- 
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ne infine delle Equazioni seconda, e terza truovata 
a"g" — a"'g" , moltiplico per b' coefficiente della y 
nella Equazione prima . Ciò fatto nel risultato che 
nasce dalla somma di questi tre prodotti , cangio le 
quantità g' , g", g"' rispettivamente nelle c', c", c“' 
coefficienti della z , e diviso il primo di tali risul- 
tati pel secondo, il quoto che ne proviene altro non 
sarà che il valore della z, come si .vede nel {prec. Vili) . 
Per ottenere il valore della y, tralascio la colonna, 
che contiene questa incognita; operando, come pre- 
cedentemente , moltiplico i tre risultati a'g” — a"g' , 
a'g'"—a'"g', a"g'"—a"'g" i che mi nascono , rispetti- 
vamente per c’",— c",c', li sommo, e otterrò, come 
apparisce dal (prec. Vili), il valore della y col di- 
videre questa somma pel denominatore nel valore 
della z pre^o col segno contrario . Rapporto final- 
mente al Valore della x , trascuratane la colonna , 
combino nella solita maniera i coefficienti b' i b”,b"' 
della y con le quantità cognite , e moltiplicate le 
quantità b'g” - b"g', b'g’"-b'"g', b"g'" - b"'g" corri- 
spondentemente per c' 1 ', c", c', sommo i prodotti, e 
divisa questa somma pel solito denominatore della 
z preso col suo segno , otterrò il valore della z 
(prec. Vili). Avuto il valore della z, si potrebbe- 
ro ancora ricavare da questo i valori delle y, x , 
come nel citato ( prec. Vili ) . Eseguendo simili ope- 
razioni sulle tre Equazioni particolari del (prec, IV), 
otterremo 


( 3 . — 47 — a- 3 )x — 5 — ( 3 .— ia— 7.3)X — 9-f (z. — ta — 7.— 4?)x — ro 

( 3 - 4 — 2. — 8)x— 5 — (3.9—7. — 8)x— 9-t- (a. 9 — 

735 — 5 1 3 — 3 o 5 o —*2828 , 

— 140-^747+ 100 707 

( 3 .— 4-— .a, 3)9’— ( 3 ,— ta— 7-3)4-f (a.— ta— 7.— 4 ?)X~ 8 
^ —707 

— i 323 -+- 228 — 244° —3535 r 

— — — 5 « 

-7 0? - T C ? 

X=3 
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_ ( — to.—— 47-^0- ^9 ^ — io.— > 2 . 4 . 5 . 3)4 4-(— q. — Ta-f.5.--47)x— S 
X — 707 

_ 4473— 5 Ao 4 - ioi 6 4049 

“ 7°7 ”707*“ ? « • 

Denominiamo A', A", A'" le quantità a'ò” — a"A f , 
a'b'" — a"'b', a"b"' — a"'b" , e chiamisi B' il nume- 
ratore della snel caso a.° . Vedesi, che A rappresenta 
il numeratore del valore della y nel ca 30 i.°, e che 
B' = Ar-At'+A , "A'. Si potrebbero eseguire del- 
le osservazioni simili ancora allorquando le Equazio- 
ni date, e le corrispondenti incognite fossero più di 
tre ; ma rapporto a quest’ argomento basterà quanto 
si è detto fin qui . 

Se le Equazioni date fossero quattro, cinque, 

«ei , ec- ed altrettante le incognite , gli stessi me- 
todi opportunamente replicati, potranno sempre ser- 
vire . 

107. Esem • 17.® Cercasi quali sono i Poliedri , 
in cui ciascun angolo solido contiene n% angoli ret- 
tilinei di tanti Poligoni aventi a lati , più n angoli 
di tanti Poligoni di b lati , più p angoli di tanti Po- 
ligoni di c lati, più q angoli di tanti Poligoni, i 
quali abbiano d lati , più ec. 

Sol. Chiamato x il numero de’ Poligoni di a la- 
ti , y ii numero de’ Poligoni di b lati , z il numero 
di quelli , che hanno c lati , t il numero di quelli 
di d lati , ec. , con lo stesso discorso dei precedenti 


(n. 97, jq5) si troveranno le Equazioni , 

m n 

« r _ ^ co., x+y + z+t+ e c.H- ^ = 

m p m q m 

c ; 2, Ridotta l’ultima di queste alla 


[ira — am-*-2.a)x-+-{zm--bm)y-+-[zm—cm)z-*-(nm — dm)t-*-£ c* 
, cercherò di eliminare tutte le incognite y, z, t, 
ec. , e per ciò fare , servendomi del metodo del 
Algebra 7 
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( II. n. to6), come del pili opportuno nel caso pre- 
sente , determino dalle Equazioni prime i valori 


y zz , z = , t = ?2£ , ec. li sostituisco nell* 

J brn erri dm 

ultima , ed avendosi quindi ( a m — ■ am. a a ) x 

-l- (a —b)anx ^ ( %—c)apx (a— rf)ayx ^ eC . = , Ossia 

b c d 


^(a — a)mbcd (a — b)nacd (a — c\pabd . . . -h 

( a —d)qabc ec. ■+• a abed . . . ^ xzztynbcd . . . sarà 

Qmbcd 

(a— a)mbcd..+t i * — b)nacd..+(n — c)pabd. d)qabc..-rec.-j-»abcii 

e però chiamato per maggior brevità Q quest’ ulti- 
mo denominatore , sarà x — \ y — $ nacil \:. 


a = , t = , cc . on de i Poliedri richie- 

sti saranno dell’ ordine x y •+■ z -+- 1 ■+> ec. 

__ 4 (mbcd ...-+- nacd ... 4- pahd fiabe ...-+- ec.) . 

— ^ . . ossia 

conterranno tanti piani , quanti vengono indicati da 
quest’ ultimo valore. Qui pure dovendo tutte le 
x,y, z, t, ec. esprimere tanti numeri interi , e positi, 
vi ; ogniqualvolta per qualcuna di esse risulti un va- 
lore rotto, o negativo , sarà impossibile 1’ esistenza 
del Poliedro corrispondente. 

jo8. Scol. y-° Essendosi nell’esposto Esempio 
preso indeterminato il numero delle x,y,z,t, ec. , 
il Problema rimane sciolto , qualunque sia il nume- 
ro dei diversi generi di Poligoni , che entrano nel- 
la formazione di Poliedri supposti ; ossia rimane sciol- 
to , come dieesi , in generale . Se il solido si vuol 
formato di un sol genere di piani , di quelli per 
esempio, che corrispondono alla x\ allora ciascuno 
dei numeri ec. diverrà evidentemente =o. 
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e ciascuno dei b,c,d } ec. diventerà =r i, ed aven- 
dosi però Qrr(a— a)m-*~ia , la x zz 4^ scioglie- 

rà il Problema . Se due generi di piani debbono co- 
stituire il solido , essendo allora zero ciascuno dei 
p, q, ec.; ed essendo =1 ciascuno dei c, d, ec., ne verrà 

ar=, 4^ ,v= 4”<» . 

(a — a)/»£-4-(2— b)na-t-nab (2 — a)mb+(z— b)na-\r*ab * 

e così di seguito. I Problemi de’ ( n.‘ 97 , io5) ve- 
desi quindi non essere , che due casi particolari di 
questo generale , e che però da esso veugon com- 
presi , 

109. Probi. 16.® Determinare il massimo comu- 
ne divisore fra due numeri dati . 

Sol. Siano A, 6 i due numeri proposti , siano 
amendue positivi , e sia A non < B . Divido il pri- 
mo di questi pel secondo ; e chiamato a il quoto 
clie ne viene , e C il residuo, onde si abbia AaiB+C, 
e C<B ; divido nuovamente il primo divisore B per 
l’avanzo C ; e supposto che b, D ne siano, i corrispon- 
denti quoziente, e residuo, onde BrròC-+-D, e D<C, 
proseguo a dividere per questo secondo avanzo D il 
primo B, che ha già servito di divisore; e supposto 
C=cD-t-E , ed E<D seguito così ad operare , facen- 
do sempre l’ ultimo residuo , che si ottiene , diviso- 
re 3 e 1’ antepenultimo dividendo; e quello finalmen- 
te tra i successivi avanzi per cui riesce esatta la di- 
visione , Barà esso il massimo comun divisore richie- 
sto . Siano per esempio 6*44 > 868 i due numeri da- 
ti , avendosi A=r6a44 > B=868 , e però , come appa- 
risce dalla operazione eseguita qui sotto , essendo 
7, C=i68, bzz 5, D=a8 , errò, Erro , il massimo co- 
mun divisore dei dati 6344.» 868 sarà a3 . 

Posti A , B due numeri interi positivi determi- 
nati , e però di valore finito , poiché i successivi re- 
sidui G , D , E , éc. sono essi pure tanti interi po- 
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•itivi di valore finito , i quali vanno continuamen- 
te decrescendo; ne segue che col proseguire della 
operazione , dovremo necessariamente arrivare ad uno 
di questi residui, il quale sarà zero. Tale pertanto 
supposto, che sia P avanzo , il quale viene dalla di- 
visione del numero D per E, cosicché quest’ ultima 
divisione risulti esatta, ed abbiasi quindi D = <fE; 
osservo che questo E essendo divisore esatto di se 
medesimo, ed essendolo per la ipotesi di D=/E, tale 
6arà ancora della somma cD-vE , e però del nu- 
mero C. Ora B = AC-4-D; dunque E il quale divi- 
de esattamente tanto D, come O , dividerà esatta- 
mente anche B ; ma A=al3-t-C ; dunque lo stesso E 
contenendosi esattamente in G , ed in B , si conter- 
rà esattamente anche in A , e sarà esso E per con- 
seguenza divisor comune dei dati numeri A, B. Ag- 
giungo poi che ne deve essere il divisore massimo. 
Imperocché se , ciò negandosi , si volesse , che tan- 
to A, come B fossero divisibili esattamente per un 
altro numero , che dirò G , >E ; osservo , cne do- 
vrebbe essere divisibile esattamente per G anche la 
differenza A— aB , e però il numero C ; quindi do- 
vrebbe esserlo anche 1’ altra B— bC, e però l’avanzo 
D, e finalmente anche la terza C— cD, e però il residuo 
E; ma ciò è impossibile , perohè avendosi per la sup- 
posizione G>E , non può un numero minore essere 
esattamente divisibile per un maggiore. Dunque es- 
sendo ancora .impossibile , che esista un numero >E, 
il quale contengasi esattamente in entrambi i numeri 
A, li, ne segue, che questo E ne sarà il massimo divisor 
comune. Ho supposto zero il residuo dalia divisione 
per E , ma se fosse stato tale il residuo dalla divi- 
sione per F, o per G , ec. ; allora non più E, ma 
F , oppure G , eo. sarebbe stato in corrispondenza il 
comune massimo divisore , e la dimostrazione è sem- 
pre la medesima . Che se uno , od amenduc i dati 
A, B fossero negativi, li ridurrei positivi, c quel 
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numero , il quale con l’ indicato metodo troverei mas- 
simo cornuti divisore di questi positivi, è chiaro che 
sarebbe tale ancora dei supposti A , B forniti del 
primo lor segno . 

868 [6*44 
}òo76 

xbb 868 
84c 5 

ab i68j 

i68 | 6 
* 

110. Scol. 8.* I. Se nella precedente operazione 
riesca esatta la prima divisione, quella cioè di A 
per B ; allora esso B sarà il massimo comun diviso- 
re . Che se 1 ’ ultimo residuo, quello cioè per cui la 
divisione risulta esatta, è l’unità; essendo allora t 
la massima comune misura tra A, e B; saranno que- 
sti A, B primi fra loro . 

II. Vogliasi il massimo comun divisore fra i tro 
numeri A, B, C . Lo cerco in primo luogo col pre- 
cedente metodo fra i due A , B , e chiamato questo 
r m , lo cerco in seguito tra i due m , C . L’ ultimo 
risultato , che ne viene , essendo massimo comun di- 
visore fra i due rn , C , sarà ancora evidentemente 
il massimo comun divisore dei tre A, B, C . Se i nu- 
meri dati sono più di tre , siano per esempio i cin- 
que A, B, C, D, E. Allora, trovato il massimo di- 
visore m dei due A , B , e poscia il massimo dei 
due m , C , che dirò n , proseguo a cercare la mas- 
sima misura comune tra i numeri n, D, e chiama- 
ta questa p , la cerco finalmente tra i due p, E ; 
c il risultato, che finalmente se ne ricava, sarà il 
massimo comun divisore tra le cinque quantità date. 

111. Probi . 17. 0 Vogliasi il massimo comun di- 
visore fra due dati Polinomj . 

Sol. Siano qui sotto in (XIII) L, M i dne Poli- 
nomi dati . Ordinati questi per una lettera loro co- 
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mime , nel nostro caso per la r, comincio dal fare 
divisore quello tra essi, che ha il massimo esponen- 
te della x più piccolo, ossia nell’esempio nostro M, 
e dividendo l’altro, ossia L. Ora mentre mi pongo 
ad eseguire 1’ operazione , veggo nel caso presente , 
che siccome il 3 non è divisibile per 4 > la divisio- 
ne del primo termine 3 x 3 pel primo ^x 2 riescirelibe 
inesatta : per evitare adunque un simile inconvenien- 
te , prima di dividere , moltiplico L per 4 » sicuro pel 
(n.° 88) di non turbare il massimo comun divisore ri- 
chiesto , perchè M non è divisibile nè per 4 » nè per 
alcun fattore del 4i ed ottenuto così il'prodotto N, 
divido questo per M, e pongo in P il quoziente^* 
Sottratto in seguito da N il prodotto di M per 4^ > 
nella differenza che risulta Q, osservo, che esiste 
il fattore y , il quale è primo ad M , e osservo che 
il primo coefficiente 3 non è divisibile per 4 ; dun- 
que potrò pei (n. 89, 88) dividere Q per y , e mol- 
tiplicarlo per 4 senza turbare il massimo comun di- 
visore tra M , e Q ; ma essendo evidentemente 
Q=N— 3#M , e però Q=4L-*3.rM > *1 massimo divi- 
sor comune tra M , e Q è lo stesso che quello tra 
L , ed M ( n.® 90 ) . Dunque per 1’ accennata divi- 
sione di Q per y e la successiva sua moltiplicazio- 
ne per 4 non turbandosi la massima comune misu- 
ra tra L , ed M , eseguirò successivamente queste due 
operazioni in R, ed S. Ciò fatto, avendosi per la 
divisione di S per M il quoto 3, lo scrivo in P , e 
fatta quindi la sottrazione da S del prodotto di M in 3, 
poiché il residuo T , che se ne ha , e divisibile esat- 
tamente per igy , eseguisco pel citato ( n. 89 ) tal 
divisione, e posto il risultato in V, osservo, che in 
questo avanzo l’esponente della x è divenuto mi- 
nore di quello che sia in M; faccio perciò V divi- 
sore , ed M dividendo , e riescendo la divisione di 
queste due quantità esatta, sarà V, ossia *—y > 11 
comune divisor domandato. 
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L M 

y 2 x—3yx 2 —y ì ->r3x*< i\x 2 -*-y 2 — 5y x 


M 

4-c 2 — 5j yx-*-y 2 


(XIII) 


N 

Q 

R 

3 

T 

V 


P 

3 x 3 —3yx 2 -t-y 3 ’x—y 3 | 3j>+-3 

i ax 3 — -i ayx 2 -*-^y 2 x—^y 3 . 
i ax 3 — 1 5yx 2 -¥-3y 2 x 

3yx 2 -t-y 2 x — 4y 3 

3x 2 -t- yx — 4/ 
i ax 2 -+-4y* — 1 6.X 2 
i ajc 2 — 1 5yx-*-3y 2 


igyx—xay 2 

M 

ar—y 4JC 2 — 5yx-ny 2 
jx 2 — àyx 


4x—y 


—yx-t-y 2 

—yx-t-y 2. 


uà. Scol. g.° Se dopo le successive divisioni 
«comparisca nella precedente operazione la lettera 
comune , per cui le due quantità furono ordinate , 
rimanendo un avanzo; ciò mostra, che tal lettera 
non entra nel massimo comun divisore : conviene 
adunque tentar di nuovo tutta l’operazione, ordi- 
nando per un’ altra lettera loro comune le quantità 
date; se neppure dopo questo riesce 1’ operazione 
esatta, bisogna reiterarla, ordinando per altre let- 
tere comuni ; e se tentati tutti i casi 1* operazione 
riesce sempre inesatta, diremo allora, che le propo- 
ste quantità sono prime fra loro . 

ii 3. Probi. i8. a Ridurre una frazione qualun- 
que -g- alla sua più semplice espressione . 

Sol. Truovato il massimo comun divisore tra A, 
e B , pel ( i. n.° 83 | non avremo che da dividere 
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yer es$o i due termini A , B , e il rotto formato con 
i due quoti, che ne risultano sarà il domandato. 

114. Scoi, io. 0 I. Dopo avere eseguita l’opera- 
zione del ( n.° 109), potremo sciogliere il Problema 
del ( n.° prec. ) in altro modo, senza cioè effettuare 
la divisione di A , e di B per la loro massima comu- 
ne misura. Ritenute difatti le supposizioni del (n.« ioq)» 
onde A , B siano amendue positivi, e sia A=aB«*-C, 
B— iC-t-D, C— ('D-hE , DzrrfE-t-F, ErreF «*Si collochino 
in luogo delle quantità B , C , D , ec. i valori che si 
ricavano da queste Equazioni , avremo evidentemen- 
te per A , e per B i successivi valori 

h—{ab -*- 1 ) C- 4 -aD , 

B=/>C-kD, 

A=(aftc-t-c-4-a)D-t-(aì-i-i)E , 

B=(òc-i-i)D-+-òE, 

A~(abcd-t-cd-t-ad-*-ab-t- 1 )E-4-(rt&«-+-c-»-fl)F , 
ìl=lbcd-*-d-+-b)E-*-(bc-t‘i)F 
A~(abcde-*-cdc-*-adc-*-abe-*~e-*-abc-t-c-*-ci)F, 

B —(bcde-t-dc+be-+-bc-*~ 1 ) F , 

e per conseguenza sarà 

A (fli-f i)C-t-oD 

-B ~ bC+D ’ 

A — , i ahr + r-f-a)P-f(aì-f i)E , 

, B (ir-p.jD-fiE * 

A. = {<*bcd+ed+ ad^.ab+ ì) E+(abc-l r c-\-a)È 

B (bed-^d-i 0)\L-t-(bc-\- i)F 

A (alcdc-ì- cdr-lradr+abr+r-l-abc -lrr+a)? 

U (bcde-±-dc+be-\- bc ~+- 1 )t' 

li. Ciò posto, scrivansi qui sotto in (XV) in una 
linea orizzontale i precedènti quoti a, b, c d e - 
poscia sotto del primo a pongasi l’unità, e%i seri- 
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va in una seconda linea 1’ espressione ~ ; si molti- 
plichino il numeratore, e il denominatore di questa 
— pel secondo quoto b, e aggiunta un’ unità al nu- 
meratore , si collochi nella seconda riga il risultato 

. Si moltiplichino pel terzo numeroc il numerato- 
b 

ree il denominatore della frazione > e aggiunti al 
prodotto abc-*-c il numeratore a, e alpaltro bc il deno- 
minatore i della frazione precedente ’JL , si ponga nel 

terzo luogo della riga seconda il rotto • Si 

prosegua , moltiplicando il numeratore , e il deno- 
minatore di quest’ ultimo fratto pel quarto quozien- 
te d , o ai prodotti , che vengono , aggiunti corris- 
pondentemente il numeratore, e il denominatore del- 
la precedente frazione , scrivasi nel quarto 

luogo il risultato Si moltiplichino 

in egual modo i termini di quest’ ultimo rotto pel 
quinto quoziente e , e ai risultati che se ne ottengo- 
no > uniti rispettivamente i termini del trotto , che 
precede, si ponga la frazion , che ne viene, nel 
luogo quinto; e se vi fossero dei quoti ulteriori, si 
seguiterebbe sempre ad operare nella maniera mede- 
sima- 

a ì v } c d , 

a nb->r i abc-\-c-4-a ùlcd-k-cd-had -j- al-t-l 
i 5 b * bc-^-i ’ bsd+d+b * 

<x.vi 6 ec ‘ 

' ' abcde-t-cde-\- rdr~holf-^e-+ ab c-f-c-^-a 

bcde-t-de-^-be-\-bc~ f - i 
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III. Si paragonino ora queste frazioni con Io 
successive frazioni (XIV), ciascuna delle quali ugua- 
glia — , e vedremo , che il numeratore , e il de- 
fi 

nominatore della seconda delle (XV), cioè della 

altro non sono se non che i numeri , i quali nel 
primo dei rotti (XIV) moltiplicano C; che il nume- 
ratore , e il denominatore della terza delle frazioni 
(XV) altro non sono che i coefficienti di D nel quarto dei 
rotti (XIV) ; che in egual modo i termini della fra- 
zione quarta in (XV) altro non sono che i coeffi- 
cienti di E nella frazione quinta in (XIV) ; e così 
di seguito sino ai rotti ultimi di amendue le serie 
(XIV) , (XV) ; ma 1’ ultimo dei rotti (XIV) non con- 
tiene mai che una sola delle quantità C , D , E , ee., 
nel caso nostro la sola F , dunque i coefficienti di 
quest’ ultima lettera, nel nostro caso della F, altro 
non essendo , che il numeratore , e il denominatore 
dell’ ultima delle frazioni (XV), ossia quest’ ultimo 
rotto altro non essendo che l’ultimo dei (XIV), diviso 
il suo numeratore e denominatore per F, ed essendo 
insieme questa ultima quantità F il massimo divisor 
comune delle due A , B; ne segue che 1’ ultima del- 
le frazioni (XV) sarà appunto quella che si cerca , 

cioè sarà la fraziono — ridotta ai minimi termini . 

fi 

Dunque per ottenere questa riduzione , e però lo 
scioglimento del proposto Problema, senza 1’ attuai 
divisione delle quantità A, B, basterà determinare 
nel modo sovraccennato 1* ultima delle frazioni (XV). 
Vogliasi per esempio ridurre alla più semplice espres- 


sione la frazione ; determino nel ( n.° ioo ) 

8t>8 

i quoti 7 , 5 , 6 , gli scrivo in una linea orizzontale 


\ 
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qui sotto > e operato come nel ( prec. II ) 1 ’ ultimo 
rotto sarà il ricercato 

ài 


7 , 5, 6 

J_ 36 aa3 

i * 5 * Hi' 

IV. Si è nel ( n.o 109 ) supposto A non < B , • 

però la parte intera del quoziente cioè a > ». 

Vogliasi ora A < B : in questo caso a , ossia la par- 

te intera del quoto -jj* sarà zero; ciò non ostante; 


posto in luogo di a nelle frazioni (XV) lo zero , si 
otterrà anche nella presente ipotesi con le stesse pre- 
cedenti operazioni 1’ ultima delle accennate frazioni 

uguale al rotto vero ~ »• 

Ho volentieri esposta la precedente seconda ma- 
niera di ridurre un dato rotto ai minimi termini , 
perchè oltre il riescire essa in pratica sovente più 
agevole della prima , come apparisce nell’ addotto 
esempio , apporta poi un notabil vantaggio nella so- 
luzione del Problema seguente . 

11 5. Probi. 19. 0 Supposti i termini A, B della 

frazione ~ amendue positivi , e supposto , che que- 

sta -g- ridotta ai minimi termini divenga vo- 
gliansi determinare dei rotti di valore diverso dal 
valore della -g = ^jf> ciascuno dei quali abbia il nu- 
meratore , e il denominatore rispettivamente minori 
del numeratore , e del denominatore della , e 

m 

frattanto sia così prossimo al valore di questa -jg , e 
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però della -g-, che non esista aletta’ altra frazione 

avente un denominatore più piccolo , il cui valore 
si avvicini di più , od egualmente al valore della 

stessa A-. 

i> 

Sol. Eseguiscasi sulla -g- l’operazione esposta he! 


( n.° 109 ), e nel ( II. tj.® 114 ), e le frazioni (XV) 
saranno le richieste . Affine di dimostrare questa 
proposizione , converrà da prima esporre alcune im- 
portanti proprietà degli indicati rotti (XV); e per 
ciò fare, chiamati a, h , i , k , l t m, ec. i dividen- 
di 1 , H, I, K, L, M, ec. i divisori di simili rot- 
ti , cosicché abbiasi 

1 i~ab ^ +■ ij i — ale -+■ c ■+• a , k~ abcd-*-cel~*-ad-*-ab- 4-1 , CC. 
H=r b } I = Jc+ 1 , . K= bed •+- d b , ec. 

ossia pel ( II. n . 0 1 14 ) 

/XVI1^ = ' I ^*‘ I y /= ch-*-a , tt=dÌH~k, , ec. 

} 'H -b * I=rH^r , Ksatfn-H, L=cK-hI, M=/L-hK, ec.* 

e le frazioni (XV) istesse esprimansi per le 
ah i h l m 

(XVII) 1 » H > T » X * TT » *M » éC ‘ » 


si sottraggano queste successivamente l’una dall’altra ; 
avremo quindi 

h-ma H ì h IH — AI A 1 

’ K ~t 


h_ 

H 

l_ 

L 


AI— X. 


1 — il y 
k 7K— AL 

K — KL 


m 

TT 


H 

' L 


- HI 
nL — IM 

— LM 


“ lk 


ec. (n.° 96) > 


ma sostituendo in luogo delle h , i , ec. H , I , cc.> 
.i loro valori > ottienesi 

(XVIII) , ;H —h\ — — 1 , IK—kL— — 1 , 

tnh /M = 1 , ec. 

Dunque sarà 

A __ 1 1 A » 11 

H 1 ~ li' J I li HI * k Tk ’ X 

A r m l 1 

“ K=“ KL » ìtt L EH » CC * 
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Supposto ora clic -jy sia 1 ’ ultima delle frazioni 

(XVII) , e però delle (XV), cosicché abbiasi -j£y= ’jf 

( III. n.° 114), si sommino fra loro delle Equazioni 
(XVII) prima le ultime due, quindi le ultime tre, 
poscia le ultime quattro , e cosi di seguito : da tali 
operazioni è chiaro , che ci risulterà 

f m / I 


* — LM X L 'JE' HI H 

0,6 fTdico elle ciascuna delle frazioni (XVII) , e 
però delle (XV) è già ridotta ai mimmi termini. 
Imperciocché , se si volesse, che una 1 esse , p 

esempio la|-, non fosse tale , e che però i numeri 

k, K avessero un comun divisore , .^ ir ° 

>,, dovrebbero per questo r essere divisibili anche 
i prodotti AI , iK , e quindi essendolo la quanta 
fcl - iK, lo dovrebbe essere per le Equazioni (XV ili) 
aucora la unità, il che è impossibile. 

II. Essendo i numeri A, R entrambi positivi, e 
però positivi tutti i quozienti a , b, c , d, r t ec. 
nelle Equazioni (XVI) apparisce dover essere a<n 
<i<k<l<m, H<KK<L<M, ed essere tutti 

questi numeri interi , e positivi . 

III. In cpnsegucnza di ciò dovrà essere U < m 
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< IK < K L<LM.«P^T>w>ir>É: > ra 

( II. n.° 77 ) . Dunque la differenza tra i rotti — , 
lf sarà per le Equazioni (XIX) maggiore della diffe- 
renza fra gli altri — , — ;cosi la differenza tra que- 
ati più grande che la differenza tra i susseguenti 
T ’ ”k* * differenza tra -ì-, e maggiore «he la 

differenza tra — , ed ~ , e quest’ ultima finalmen- 

te maggiore della differenza tra ed — . Siccome 
. L M 

poi queste differenze per le citate Equazioni (XIX) 
si alternano di segno , sarà ~ , _L <A- f A. > 


* k 
t» r< 


m 


K ’ M > X*- 


IV. Essendo 1M < &L , ne TCrr *|^— kl <0 ' 
inoltre poiché ^ < £ . • però -L _ JL>o, »™. 

mo Lu (j-g ex) > na- A ca £' one lIi nc < ttt 

«a ra-nr-Ci-Hr) 

* - ' 


< 

t 


i i x r 

LM ~ KL’ Analmente essendo HT < IT ’ c P erò H" 
“5l>o, #I avrà 

■*“ VÌK "”kT / • Ma ffneste quantità _L , JL 

v LhJ 1 1 LM LM KL LM 
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■** (ili -Kl) » L>l KL ^(tk — ÌTl) 5 Livi ^ (ir - 
j -+-('^' altro non sono, che i secondi Mem- 

bri delle Equazioni (XX) , e però le differenze che 

m . * 

passano tra-^-, e 1 successivi rotti j, , y , y » 

TT* T- Dun( I ue avendosi J5J > o, cd Qf-jfc 

\ n» A 

<o, il rotto -g ossia y iarà maggiore di ciascuno 
degli altri 4p y> y , e minore di ciascuno dei 

r, » 

X ’ H"’ e tant0 P“ me queste frazioni cioè le 

y 1 p-j, come le seconde , cioè le ~ , ~ 8 i 
accostano sempre più le une da una parte j e le 
seconde dall’ altra, al valore della 

Sia ora una 'nuova frazione , che dirò y » e *® 

essa si vuole < , sia più vicina a questo rotto di 

quel che siano uno o più dei rotti y , y , y ; che 

se vuoisi y > yj , si accosti essa y alla ~ più 

di quello che fanno una o più delle frazioni y 

J k.. Supponendo il primo di questi casi, ondey » 

abbiasi per esempio y > y . In conseguenza di ciò 
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•venendo essa A ad essere collocata tra le due fra- 
zioni A , •— , ° vuoisi che uguagli qualcuna delle 

l • \ 

frazioni -y tra loro esistenti , o non si vuole : se sì , 

supposto per esempio A = A , poiché la A pel 

( prec. I ) è già ridotta alla più semplice espressio- 
ne , dovrà essere T non < L ( IV. ».* 77 ); ma L pel 
( prec. II ) è > I; dunque sarà ancorà T> I . Ri- 

tenuto il rotto -y > — , e < , sia esso in se- 

condo luogo diverso da tutti gli accennati A . Poi- 
ché per la ipotesi deve già essere -rjr < ~ , e poi T 

jfc 

che pel ( prec. IV ) A < y , sarà ancora A < y, 

e però questo A sarà contenuto in mezzo ai due 

* Jfc *' t 

rotti contigui -j - , ~ , onde le due differenze _ 

_ ~L _ .L~ |T JL * _ KT— ‘tK saranno amendue 
1 “* il ’ K — Y — -jk 

positive. Pongansi tl —iT , KT--*K=:<7, e pe* 
rò T“T =^nr> X~"T =! A » »o mmando <i ue - 

ste due Equazioni otticnesi — A— **"n r * C 

quindi A p-= ma per le Equazioni (XIX) 

si ha A--L- y-: dunque sarà = Jfr » e 

però 
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però avendosi 



sarà ql-*~pK =T. Ora per 


quanto abbiano dotto , tutte , e quattro le quantità 
q, I, p, K sono intere, e positive; dunque essen- 
do q\ pK > I 9 ancora in questo secondo caso avre- 
mo T > I . Dunque ogniqualvolta vogliasi , 


e più vicino a questo rotto di quel che sia do- 
vrà essere sempre T > I. In egual maniera se ~ re- 

stando<^-, si voglia a lui prossimo di un altro 
qualunque di quelli tra i rotti (XVII) , che pel 
( prec. IV ) sono < -jj , se si voglia più prossimo 


per esempio di -£• , si troverà dover essere T > I*. 
Che se ponendosi -tjt > -35- , si voglia , che si 

accosti ad più della frazione -g-, o dell’ attrarr > 

ec. ; con un discorso perfettamente uguale al pre- 
cedente troveremo , dover essere in corrispondenza 
T>H, oppufe > K , ec- i ma per la supposizione 

da noi fatta — = A . Dunque qualunque frazione, 
M B 

che posso sempre esprimere per la precedente -tjt j 

vogliasi esistente tra -g-> una qualsivoglia del- 
le frazioni (XVII) , ossia delle (XV), dovendo ave- 
re il denominatore T più grande del denominato^ 
re di questa frazione ultima, ne segue , che tali 
Algebra 8 
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frazioni (XV) sono quelle appunto, che sciolgono il 
proposto Problema ; c. d. d. 

ii 6. Cor. I. Le frazioni (XV) adunque sono 
quelle , le quali con termini più semplici avvici» 

nansi di più al valore della data frazione . 

II. Preso uno qualunque dei fratti (XVH) per 

esempio ,il fratto , osservo che per le Equazio- 

ni (XIX) >i ha ma -Ì.<A ( *.>-* 

\ 

( IV. n.° prec. ) ; dunque la differenza tra -i- , ed 
*g- sarà < ~ . Inoltre essendo I<K (II, n.° P rec -) 
abbiamo l a <IK, e però ^ Dunque la qnan- 

ì \ 

tità -j- difTerisce dall’ altra menq del vaio*» 

re -p . In egual maniera si truQva , che ancora 

h Jc l 

tutte le altre frazioni , -g. , ^ ec, differiscono 
dalla rispettivamente menq dei valori jjp. 


m ' e però dei ip’ £• i - ec ' 


III, Dalla soluzione del precedente Problema 
(;»°ti5) potremo ritrarre un notabilissimo vantag* 
pio per P uso pratico. Suppongasi, che la frazione 


il 


non ammettendo ulterior riduzione (II, 


0 se P ammette , che il rotto ( n* p ree. ) , che 
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nS 


ne risulta , abbia i termini troppo alti , e però in- 
comodi nel calcolo . In questo caso , traevate le 

A 

frazioni (XV) , potremo alla sostituire una di 

queste tutte di lei pivi semplici , scegliendola se- 
condo le circostanze, in guisa, che ne sorga un erro- 
re , il quale nell 1 uso pratico possa con tutta sicu- 
rezza trascurarsi „ « 

Esempio i8.° Per passare ad un esempio, os- 
servo sapersi dalla Geometria superiore , che, chia- 
mato i il diametro di un cerchio, la sua circonferenza 
viene espressa con una somma approssimazione dai de-* 


: 141 5926 


, Vo- 


cimale 3,1415926, ossia dal rotto JQ#ogow 

gliansi ora delle altre frazioni , le quali siano più 
semplici della proposta, e le quali differiscano ben- 
sì più di essa dal vero valore della circonferenza, ma 
che però sian tali , che simile differenza possa nel, 
la pratica trascurarsi . \ 

Eseguita perciò sulla j*oò!o ' oo del 

( n.° 109 ) , e ottenuti cosi i successivi quoti 3, 7, 
S5, 1, 243, i, 1, q, 1, i,4. eseguisco cqn essi l’ope- 
razione accennata nel (II. n x ù 1 14), e avute lq frazioni 
3 aa 333 355 86598 85953 i- 35 Si 164891» 

’ 27678 ’ 


I 1 1 3 J06 * 1 i3 ’ 27065 ’ 27670 ’ 5^243 
,832463 347i375 i 5707 q 63 „ K . 1- • 

v« ---ìt » — n * c — - , 1 ultima di queste san* 

OOOIOO 1104970 OOOOOOO ■* 

, . 3 lif 5 o,^ , | , * 1 1 TfT 

la stessa ----- ridotta ai mimmi termiTU ( HI, 

71. q 114 ), e 1 ® altre corrispondendo alle (XVU) sa- 

ran tali, che tutte le , gc, sarannq 

minori del yalore della frazion data , q però di 

quello della circonferenza , e le altre — , ^ 

* 7 ii4 27678 
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ec. ne saranno maggiori ; ciascuna poi di es3e dif- 
ferirà dalla frazione ultima , c però dalla circonfe- 
renza, di una quantità minore del rotto che produ- 
ccsi, dividendo Punita pel prodotto del proprio nel 
denominatore della frazione prossima susseguente 

(prec. II ): perciò il retto — supererà il valore 
della data periferia meno di 1’ altro 


lo supererà meno di ,73^503=377^3 , e cosi di 

3 333 

seguito: gli altri rotti poi —, 777, ec. saranno in- 
feriori al valore della circonferenza, il primo meno 
di — — il secondo meno di 777^773 = 7^3 ; e 

cosi in progresso. Dunque allorché nella pratica 
non abbisogno di molta esattezza , potrò per espri- 
mere la supposta periferia far uso della frazione 
sicuro clic ciò facendo, non erro , diedi una quantità 
minore di ^7 ; e se abbisogno di un’esattezza molto 

«e» 

maggiore , mi servirò della 7-^ , sapendo di non 


commetter con questa un errore > 377^5 ■ Se te- 
nessi conto della penultima frazione , cioè della 
M— ?a 2 differendo essa dalla data 7 ^ in punto 

jloàaTÒ* ÌOOOOOOO r 


della quantità 55^86^^’ vedesi <I uant0 9 aesta 

differenza è minima, e come per conseguenza l’una 
può in pratica sostituirsi all’altra con sicurezza. 

ii 7 . Scol. li.* Dalle Equazioni A=aB-t-C, 
B = òC -+- D , C = cD -v- E , D = dE -+- F , ec. del 
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Del Calcolo de’ Rottx. 117 

/t « zi , .A C B D c 

( 1. 7i.» 1 14 ) avendosi — =o-+-_, — ~ , -jj 

__ E D F , C _ 1 d 

— c •*" U ’ ~E:~’ d ~ > "K , «>• e però -g- ~ D , e =s 
' C 


F * 

_ = rr- , ec. , ne verrà sostituendo 

1 > 


C+— » d-n — 

i> T 

successivamente — — a — , 


tì 
A 

+ r 




A __ , 1 

t-'+f+ì 


c+-£ 


A = o + J 

B *+ 1 


D * 


c + 1 


d + 


E 


ec. 


e se F sia l’ ultimo divisore esatto , e 9ia E—eF ; ne 
verrà 

A 

r=*+- 


b ■+- _t 

C-bl 


d*+ 1 

e 

Data utia di queste Frazioni , a cui per F andamen- 
to si dà il nome di Frazioni continue , c chiaro dai 

(I, II, III. ti.» 114), che se ne otterrà il valore - , 

raccogliendo i termini a, b , c, d, ec. , ed operan- 
do su ? loro , come è stato indicato nel cit.» ( II. n. 1 14) . 
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CAPO VI. 

* Delle ragioni , e delle proporzioni aritmetiche » 
geometriche , ed armoniche . 

ef. i.‘ Nel paragonarsi fra di loro due 
quantità omogenee, o si domanda di quanto 1 una 
superi P altra , o cercasi quante volte, e come una 
contenga P altra . Nel primo di questi due casi di» 
cesi cercare la ragione ,oil rapporto aritmetico, nel 
secondo il rapporto , o la ragione geometrica . Le 
quantità poi , che paragonansi insieme, chiamansi 
ì termini della ragione , d icendosi antecedente il 
primo di essi, conseguente il secondo • La quantità 
finalmente, o il numero, che esprime di quante 
nella ragione aritmetica l’antecedente sia maggioro 
del conseguente , e nella geometrica quanto que- 
sto contengasi in quello, appellasi Esponente del- 
la ragione . 

i j 9. Scol. ì .° Per indicare la ragione geometrica , 
si sa dalla Geometria , che usansi due punti, in- 
nanzi ai quali ponesi P antecederne , e dopo il con*» 
segliehte della ragione . Per indicare poi il rap- 
porto aritmetico tra i suoi due termini ponesi nel mo- 
do istesso un punto solo. Così mentre P espressio- 
ne 8:2 rappresenta la ragione geometrica fra 8, e 2, 
l’altra 8.2 ne indica la ragione aritmetica. 

120. Cor. 1 . Dalla definizione data è chiaro, che 
il cercare la ragione aritmetica fra due quantità e* 
quivale al cercarne la differenza; ed il chiedere la lo- 
ro ragione geometrica equivale al domandare il quo- 
to dell’ antecedente diviso pel conseguente. 

II. Chiamato d P esponente della ragione arit- 
metica fra le due quantità a , b, ed m esponente 
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del loro rapporto geometrico , poiché questi d , rn 
noti sono rispettivamente, che i valori già determinati 
dalle due ragioni aritmetica, e geometrica (rc.°u8), 
e poiché le due espreseioni a.b , a:b non fanno che 
indicare le ragioni medesime ( n. 119 ) non per an- 
che determinate; ne segue, che dovrà essere a.b — d % 
a.b —m, e pel ( prec. I ) sarà a.b ss a — b — d, 

a:b— -r* = m . 

O 

iai. Def. 2* Date le ragioni a.b, a.b, se si 
rovesci il paragone , le nuove ragioni b.a, b:a chia- 
mansi inverse, o reciproche rispettivamente delle 
prime, le quali in confronto di queste si appellano 
dirette . 

122. Scol. a. 0 Avendosi a.b-=z a—b, a:b=z ~ ne 

verrà b.a = b — à , b:a — — ; ma posto a—b~d, —■ 
ss m , si ottiene b — a— — {a—b) — --d, a—bm, e 
però — — — , Dunque mentre si abbia a.b — d , a:b 

as m, inversamente risulterà = — à , b:a = — . 

12.5. Def. 3 / L’ uguaglianza fra due ragioni 
chiamasi P roporzione . Essa poi si dice aritmetica , 
se le due ragioni uguali sono aritmetiche , geometrica 

se geometr iche . . 

124. Def. 4.* Essendo una proporzione eviden- 
temente composta di quattro termini , il primo , e 
1’ ultimo di questi diconsi gli estremi, il secondo ed il 
te rzo i medii . Quando poi i due termini di mezzo sono 
uguali fra loro, considerandosi essi siccome un ter- 
mine solo replicato due volte, gli si dà il nome di 
1 Medio proporzionale , e la proporzione in questo 
caso chiamasi continua ; mentre nell’ altro in cui i 
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termini medi» sono disuguali fra loro appellasi discreta. 

ja 5 . Scol. 3 .o Nello scrivere una proporzione 
ponesi tra le ragioni uguali il segno di uguaglianza, 
ovvero pongonsi due punti quando la proporzione 
è aritmetica, e se qe pongono quattro , quando è 
geometrica , come si vede nei seguenti due esempj 
7. 4:9. 6, ia:3::2o:5. Che se le proporzioni sono con- 
tinue ; allora per brevità maggiore le aritmetiche 
tcrivonsi così -f- io, 12, 14, e le geometriche -1^. 4,6,9. 

126. Teor. i.° In una proporzione aritmetica la 
somma degli estremi uguaglia quella dei medji . 

Dim. Sia a.b-.f.s la proporzione : pel (I.rc.°i2o) 
avendosi a.b zza—b ,f.g—f — g, sarà a — bzxf—g, 
e però a -*-g — b -*-/ . Dunque ec. 

127. Scol. 4. 0 I. Se uno dei termini della pro- 

f mrzionc, per esempio l’ultimo g, sia incognito, dal- 
a precedente Equazione troveremo il suo valore ; 
nel nostro esempio troveremo g —b -+-f — a. 

II. Se sia f— b , onde la proporzione data sia 
continua, avremo a-*-g=z ib , e però risultando bxz 

, la media proporzionale aritmetica uguaglierà 

la semisomma dei due estremi . 

128. Esempio 19. 0 Un viaggiatore vuole arriva- 
re al suo termine in tre giorni , percorrendo nel pri- 
mo 33 miglia, e nel terzo 41 , e vede che deve nel 
terzo giorno fare tanto viaggio più del secondo, 'quan- 
to nel secondo ne fa più del primo . Si domanda quan- 
te miglia dovrà egli percorrere nel secondo giorno . 

Sol. Le tre giornate del supposto viaggiatore co- 
stituiscono evidentemente una proporzione aritmeti- 
ca continua , di cui il termine di mezzo è l’incogni- 
ta ,ossia il viaggio del secondo giorno : chiamato adun- 
que questo x, sarà-j- 33 ,ar, 4 i, e però x = == 37 . 

Sk 

Dunque ec. 


* 
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129. Def. 5. ^Avendosi quante si vogliono ragio- 
ni geometriche a". b , c :d , e ec. , fatto il prodot- 
to degli antecedenti , e quello dei conseguenti , la 
ragione del primo prodotto ace ... al secondo bdf . . . 
dicesi composta delle date a:b,c:d,e:f } ec. , le 
quali per conseguenza diconsi componenti. 

130. Teor. z.° Se si hanno quante, e qualisi vo- 
gliono quantità a , b , c , d , e fra loro omogenee, la 
prima di esse sta all’ ultima nella composta di tut- 
te le intermedie , ossia la ragione di a : e uguaglia 
la composta delle a : b } b: c , c : d , d: e . 

Dim . La composta delle a:b , b :c , c : d ,d: e non 

è che abcd : bcde l n.° prec. ) ; ma abcd : bcde ssfjjfefL 
' r 1 bcde 

(I. n. iao) ed £^££-=— (II. n.» 77): dunque es- 
trae e 

sendo JL. ss a : e, ne verrà a : e ss abcd : bcde , e pe- 
e 

rò ec. 

j 3 i. Scol. 5.® Sia m l’esponente della ragione 
a', b , e siano tutte le a: b , b :c j c : d ,dz e , ec. uguali 

fra loro. Pel (II. n.» 120) avendosi — m } e quin- 

b 

di — ss m, JL =2. m } jL •=. m , ec. sarà 5 Ì. ss m? , 
ode bc 

abc _$ abcd _ a _ <x a _ 

Iti y - ' ' ■ 771 j v pGrO 1 1 771 j ■ ■ ■ — ■» 7}l 3 ^ 

bcde c d 


L = m 4 , ec. ma dalla JL ss /» , risulta ancora 
e . b 


fL ss m 2 , ss m3, fi s m* , ec. Dunque avre- 

i3 64 

mo -Lssfll , JLss , JL. ss fiL , ec. , ossia a\c\ : aPib*, 
c b % db * e b< 

a : d::a 5 :b 3 , a: e:: a* :b i J ec. ; e per conseguenza se 


i 
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si hanno più quantità a , b , c , d , e , ec. in Continua 
proporzione geometrica, la prima starà alla terza, co- 
me la seconda potenza della prima alla seconda po- 
tenza della seconda ; la prima alla quarta , come la 
terza potenza della prima alla terza della seconda; 
la prima alla quinta come la quarta potenza della 
prima alla quarta della seconda , e così di seguito; 
ossia in altri termini si avrà a:c,a:d,a:e , ec. 
nella ragione rispettivamente duplicata , triplicata , 
quadruplicata , ec. di a : b . 

i32. Teor. 3.» In qualunque proporzione geome- 
trica il prodotto degli estremi uguaglia quello dei 
medj . 

Dim. Sia la proporzione a:b::c :d. Poiché 
a : b = v‘d •=. JL (n.° rao) , e pef k ipotesi 


a:b=c:d, avremo -£L = _1 
o d. 


e perù ad — bc . Dun- 


que ec. 

i33. Cor. t. Se uno dei termini supposti sia in- 
cognito, e diverso dagli altri, se tale sia per esem- 
pio l’ultimo d , lo potremo dalla precedente Equa-, 
zione agevolmente determinare, avendosi nel posto 


esempio d — l2. É a 

a 


ciò appoggiata la famosa re- 


gola aurea , 0 del tre degli Aritmetici; poiché per 
essa non mai si determina, che il quarto, o il ter- 
zo termine di una proporzione geometrica , cogniti 
essendo gli altri tre. Se dati x tre a,b,c, cercasi: 

il quarto d =r Jlf la regola dicesi diretta, ohe se 

ai' 

dati gli a,b,d cercasi il tqrzo termine czz^£ , al- 
lora la regola chiamasi inrrrsa . * ' 

II. Se la proporzione del ( n.° prer. ) sia conti- 
nua , cioè se sia cz^b, ne verrà ad — b 2 


Digitized by Google 


Delle Ragioni eo. ia3 

HI. Mentre sia a—c , dalla Equazione ad — bc 
Vedesi , che dovrà essere anche b — d -, e viceversa 
dovrà essere azze , mentre vogliasi b zzd . Dunque 
in una proporzione se sono fra loro uguali gli an- 
tecedenti , tali saranno ancora i conseguenti , e vi- 
ceversa dall’ uguaglianza di questi risulta 1* ugua- 
glianza di quelli . 

j. 34 . Esemp. %o. Dato un cilindro retto, di cui 
chiamo a l’altezza, e b il diametro della base , de- 
terminare una sfera tale , che le solidità di questi 
due Corpi stiano fra di loro come le superficie . 

Sol • Chiamo x il diametro della sfera doman- 
data, e nel cerchio, il cui diametro è 1 , denomino 
p il valore della cifcoùferenza . Pei principj geome- 
trici la quarta proporzionale dopo le quantità 1 ,b,p, 
deve essere il valore della circonferenza della base 
del cilindrò dato, e la quarta dopo t , x , p , deve 
essere il valore della periferia di un circolo massi- 
mo della sfera » Dunque venendo quella espressa da 
bp, e questa da px ( I. n.° prec. ), il valor della ba- 
se nel cilindro sarà bpX = e ?ll il valore 

4 4 4 

del Circolo massimo • e quindi ritrarremo essere 
—— , le due solidità ; abp , px 2 le due super- 
ficie. Ma per la Condizione del Problema esser de- 
ve 2ÌJL : Pii : : abp : px 2 . Dunque sarà ah jl—. = 

46 r 1 6 


— P -— , e per conseguenza avendosi x = §£. , la 

4 a f 

sfera, che ha per diametro una retta tripla del rag- 
gio della base del Cilindro scioglierà il Problema. 
Vengano domandati i valori della solidità , e deU 

superficie di questa sfera . Avendosi px 2 ~^llE. , Pii 
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i^4 

— 1 1 1S £- , otterremo simili valori esattamente , se 

»i conoscesse l’esatto valore della p ; ma questa p 
sappiamo non essere determinabile, che per appros- 
simazione; dunque ancora la superficie e la solidità 
ora richieste non potranno determinarsi che per va- 
lori approssimantisi ai veri, e questi pel (III. n. # 117) 

otterremo, ponfendo nelle 2 Ì 11 L , invece della p 

hf 1 s 

quella tra le frazioni colà ritrovate , che si vedrà più 
opportuna pel grado di accostamento , che si desi- 
dera . 

i 35 . E scm* ai.» In un orologio sul mezzo gior- 
no, ossia alle ore 12 la freccia più lunga, cioè 
quella dei minuti sta sopra alla più breve , ossia a 
quella delle ore. Si domanda a qual ora vi ritor- 
nerà . 

Sol. Il moto delle due treccie sappiamo essere 
uniforme, e mentre la freccia delle ere percorre un’, 
ora, quella dei minuti percorrendone 12 , la velo- 
cità della prima starà alla velocità della seconda 
:: 1 : 12. Ciò posto, passato il mezzo giorno la 
freccia più lunga non pHÒ nuovamente incontrare la 
più breve, se non per lo meno dopo un’ora; chia- 
mato adunque x il tempo , che oltre 1’ ora deve 
passare innanzi che succeda il richiesto incontro ; 
j -4-a: sarà lo spazio percorso dalla freccia più bre- 
ve, e n4-i+i = j 3 + r lo spazio descritto dal- 
la pili lunga , dopo il mezzogiorno sino al loro nuo- 
vo incontro ; ora questi spazj vengono percorsi nel 
medesimo tempo , e nel moto uniforme gli spazj de- 
scritti in tempi uguali stan fra di loro come le ve- 
locità; dunque avremo j*t-x : i3«4-r: ; 1 : u,e per con- 
seguenza i2-t-i2x=i3-+-a: ( n.° i 32 ), d’ onde ricavan- 
dosi x =r _L , si vede chè le due freccie s’ incou- 

n 
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trcranno dopo un’ ora e JL , e gettata questa fra- 
zione in sessagesimali, dopo i ora 5 ' 27" prossima- 
mente . 

Inoltre osservo , che le due freccìe tornano sem- 
pre di nuovo a sovrapporsi dopo ciascun’ ora; se dun- 
que venga domandato di determinare tutti questi pun- 
ti d’incontro, affiQ'di tutti ottenerli nel medesimo 
tempo, cerchiami di ritrovare qual sarà un simile pun- 
to , trascorse m ore dopo il mezzogiorno ; supposto 
perciò , come precedentemente , x lo spazio , che ol- 
tre le m ore deve trascorrere la freccia più breve 
prima d’ essere raggiunta dalla più lunga; è chiaro 
che , mentre quella dopo il mezzodì ha percorso lo 
spazio in-*~x , questa deve avere descritto lo spazio 
1 un , e quindi per la sovraccennata ragione sa- 
rà m-+-.r : 1 : : 1 : 1 2 , dalla qual proporzio- 

ne ottenendosi i2m-t-i2x=iàm-t-x , e però xzxJJL , 

• i» 

vedesi che il ricercato incontro si farà in generale 

dopo le ore 771-4- — . Se m—i , l’ incontro succederà 
11 

alle ore 1 JL = 1 ore 5 ' 2" come di sopra . Se 
1 1 

771=3 , esso succederà alle ore a JL = 2 ore to' 

1 1 

55 " prossimamente . Se ttx = 3 , questo si farà alle 

o 

ore 3 — =3 ore 16' 22" incirca, e così di se- 
ti 

guito • 

i 36 . Teorem. 4. 0 Se si hanno quattro quantità 
a, b,c,d tali che sia ad=bc , saranno queste in pro- 
porzione per modo che a:b : : c :d . 

Dim. Divisa la supposta Equazione ad—bc per 

bd otterremo — — —, niaJL = a : b , JL- c:d; 

b ' d 0 d 
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dunque sostituendo sarà a:b = c:d. Dunque ec, 
117. Cor. I Come una proporzione geometrica 
può cangiarsi in Equazione facendo fra loro uguali 
i prodotti degli estremi, e dei medj ( n.* i 3 a); cosi 
può un’Equazione cangiarsi in una proporzione geo- 
metrica facendo estremi i fattori di un membro dell’ 
Equazione, e meJj i fattori dell’ altro. Lo stesso si 
dice delle proporzioni aritmetiche , cangiando sem- 
plicemente il nome di prodotto in quello di somma. 

II. Data la proporzione a :b : : c : d venendone 

ad — bc , quindi pel ( n.° 1 36 ) ricaveremo tanto 
l : a ; : d : c, come a : c: : b : d . Inoltre essendo ad-*-bd=z 
bc-*-bd, ossia fbs[c-**:i)b, ne verrà a-*~b : b : : c-*-d : d 

(n.° prec .) , e nel modo medesimo si ritrova a — b:b::c 
— d:d. Quindi vedesi che dipendono tutte quelle 
argomentazioni , che si fanno dai Geometri inverten- 
do , alternando , componendo , e dividendo . 

III. Abbiasi a : b — m , 4 : d == » j venendone 


JL — m , J1 = n , e però a=zbm , a—dn , sarà bm'=jln , 
b d 

e per conseguenza m:n::d:b. Che se sia a:b=m, 

c'.b—n ; risultando da ciò JL = m , S^ — n, e qui Ut 

b b 

di -L— — , _L -IL, avremo JL,, e però m, • n\: a:c, 
b a b e a c 


Dunque in due ragioni se gli antecedenti sono ugua- 
li fra loro 3 gli esponenti deggiono essere fra loro nel- 
la ragione inversa dei conseguenti , e se sono tra lo- 
ro eguali i conseguenti , gli esponenti seguono la 
ragione diretta degli antecedenti . 

IV. Se i termini di una proporzione a ; b : : c : d 
si moltiplicano , 0 si dividono pei termini corrispon- 
denti di un’ altra f;g ; :h : A, anche i prodotti, o i 
quoti formeranno una nuova proporzione. Impercioc- 
ché avendosi ad"zz bc , fk —gli , moltiplicando, e di- 
videndo fra loro queste due Equazioni , otterremo 
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adfk — begli , e — = — , e però af : bg : : eh : dk\ 
fk gh 

a . b . .JL . d 

/ g h k 

V. Avendosi due ordini di quantità come qui 
sotto 

a j ^ ^ c j d 

b , e , d , f e tali che a : b i ; e : d, b : e : : e :f, • 
ne verrà, come suol dirsi, per ugualità ordinata 
a:e::c:f. Difatti essendo ad — bc,bf—cd, mol- 
tiplicando tra loro queste Equazioni otterremo abfd 
— beed , e diviso pel fattore comune bd, risultando 
aj — ce, quindi ne risulterà a'.ewc'.f . 

VI. Nella maniera stessa si dimostra, che se si 
hanno due ordini di quantità come le sottoposte 

a , b , c, d 

b , e , /, e, in cui a:b ::c :d,b:e : :f:c t 
si otterrà come dicono per ugualità perturbata, a : e 
: : f: d . 

VII. Se sia 

a t b : : c ; d 
a : e : : c : f 

io dico, che dovrà essere a : b -t- e : : c\ d - 4 * f . Im- 
perciocché dalle proporzioni supposte avendosi ad— he, 
af—cc, ne verrà ad-*-af=zbc-+*ec , ossia a (d -*-f) = 

(b 4-t) c , e per conseguenza a : £-+* e : : c : d ■+■ f . 

Vili. Abbiansi quantesivogliono ragioni a : b , 
e ! d , e ; f ', g : h , ec t tutte eguali fra loro . Essendo 
perciò a:b : : c : d , a: b : ; e a :b:: g :h,e c. avre- 
mo la serie di Equazioni 
ab — ha 

ad — he • 

< * af — be 

ah = bg 
eo, 

ma dalla somma di queste risulta a [b-+-d -+*/*-♦* ee.) 
(a-*-c-+-c-*-g-*-ec . ) j e però si ha a-*-c-*-c-*-g-t-t c. ; b-¥& 
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H-/- 4 -A-Hec. ::a:b . Dunque mentre esistono quante si 
vogliono ragioni geometriche uguali fra loro, la som- 
ma de’ loro antecedenti sta sempre alla somma de’ 
conseguenti , come un solo antecedente al suo con- 
scguente, 

1 38. Scol. 6.® Le Regole di falsa posizione degli 
Aritmetici sì semplice che doppia dipendono esse pu- 
re dalla natura delle proporzioni geometriche, e non 
sarà quivi fuor di proposito il mostrare quali siano 
i Problemi , che si possono col loro mezzo risolve- 
re , e per -qual ragione ool mezzo loro si ottengono 
simili soluzioni . 

I. Dato un Problema, prendo un numero deter- 
minato ad arbitrio , che chiamerò m , eseguisco su 
di esso le operazioni , e le combinazioni assegnate 
dal Quesito, e se truovo che questo m soddisfa alle 
condizioni proposte , dirò , che è il numero doman- 
dato, Che se non vi soddisfa, faccio la seguente pro- 
porzione : come il risultato ottenutosi da m sta al ri- 
sultato vero , che dovrebbe ottenersi , così esso m ad 
una quarta proporzionale , e questa potrà essere ii 
numero che si domanda. Ognun sa che il presente 
metodo altro non è ohe la regola di falsa posizione 
semplice: volendo ora cercare a quali quistioni pos- 
sa ella servire, comincio dal riflettere, che una so- 
la essendo la quantità , che se ne determina; ed al- 
tro questa non essendo che una quarta proporzionale 
geometrica , non potrà tal regola servire che a’ Pro- 
blemi, i quali siano della natura di quelli , che so- 
nosi considerati finora , e la soluzione de’ quali di- 
penda ,’ o possa ridursi a dipondere da una sola in- 
cognita . Chiamata pertanto x questa incognita, co- 
sicché x rappresenti il numero , che si cerca , pro- 
seguo a riflettere, che qualunque sia il Quesito pro- 

f osto , mentre sia esso simile ai precedenti , e so- 
ubile con un’incognita sola, deve condurre ad un’ 
liquazione ax-*-l/=z Q , in cui ciascuna delle quantità 

a, 


t 
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a, b, Q sia oognita, e può ciaaouna essere intera, o fratta, 
positiva, o negativa , monomia , q polinomìa. Posto li- 
nai mente in ax-**b invece di x il sovraindicato valore 
m, e chiamato M il risultato che ne viene , cosicché 


om+fcM, rifletto, che avremo a a 

* X 

Ora per la regola sovraesposta deve eviden- 


temente aversi la proporzione M:Qv.w*:ar ; dunque tal 

O M 

regola esige , che sia JLzn . — ; ma dalle Equazioni «-+- 


b — Q _ 1 M , . , 

— , a -+- — — , vedesi che mentre non sta x 

x x m m 

Q M 

non può essere _= — se non nel caso, in coi te o . 

X m 

Dunque la regola di fàlsa posizione semplioe non 
può servire, se non allorquando il Problema dipen- 
da da un’Equazione della forma aaxrQ, e però che 
dipenda da condizioni, per le quali la quantità co- 
gnita Q uguagli il prodotto della incognita x con 
una o più quantità note espresse dalla sola a , sia- 
no esse poi intere , o fratte , positive , 0 negative , 
Exem. 2s. Sotto un turbine ohe si replicò per 
tre giorni cadde nel primo la terza parte degli albe- 
ri d’ una possessione, nel seoondo ne cadde la quar- 
ta parte, 0 cadutane nel terzo la decima, restarono 
in piedi 190 alberi. Si domanda quanti alberi era- 
no nella possessione prima del turbine. 

Sol. Pel numero totale di questi alberi ne im- 
magino uno a piacimento , ma per maggiore facilità 
lo immagino divisibile esattamente per 3 , per 
per io, quale appunto si è 3.4.10=31*0. Ora $e gli 
alberi fossero 120 sottraendone il terzo, il quarto, 
ed il decimo, il residuo 33 dovrebbe per le condi- 
zioni del Problema esprimere il numero degli albe- 
ri rjmasti ; ma oiò non è perchè gli alberi rimasti 
Algebra 9 
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sono 190; dunque farò 38: 190::! 20 : una quarta, che 
sarà 600 , e questo 600 esprimerà difatti il numero 
domandato . Se tal numero si fosse chiamato x, dal» 

le condizioni del Problema aveudosi % — — — — 

6 4 

— = *9° » e P ero \ 1 -1 — a:=I 9° “eve- 
niva un’ Equazione della precedente forma ax — Q, 
essendo a— s — j- — i ■— ~,Qm 90; ed è per- 
ciò che il presente Quesito viene coll’ indicata re- 
gola risoluto . 

IL Sia nella Equazione ax-*-b—Q (prec. II) b non =0. 
Sottraggo in questo caso dalla =x Q l’altra am-t-b 

= M, e ne verrà a(x— m)zzQ — M, Equazione in cui più 
non esiste la b . Immagino ora un altro numero n, 
e chiamato N il risultato an-*-b , sottraggo dalla stes- 
sa ax-+*b — Q la an + b = N, ed avuta la differenza 
a(x— n) =: Q— N , paragonando questa con la prece- 
dente a(x— m) = Q— M , formo la proporzione Q— M : 
Q— N : : x—m : x—n , ossia supposto Q >M , e > N , 
e quindi Q— M=p , Q--N:=y , formo la p\q \ \ x—m'i 

x—n , e truovo da ciò xzz . Se fosse stato 

Q<'\I , <N , onde Q--M=— p , Q— N=— q , sarebhesi 
per x ottenuto lo stesso risultato : che se si fosse 
truovato Q maggiore dell’ una , e minore dell’ altra 
delle quantità M, N, cosicché Q-?M=zp, eQ— N=— 
oppure. Q— , Q*-N=r^, allora sarebbeci venuto 

x xz n P^" n .l . Dunque le due espressioni , 

P+i * P—ì 

’ < l uantHn< l ue non contengano nè il coeffi- 
ciente a , nè l’altro Ò, almeno apparentemente, pu- 
re soddisfanno alla Equazione ax-*-b—Q , la prima, 
quando le differenze Q— M , Q— N sono di ugual se- 
guo, la seconda, quando simili differenze son dà se- 
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gno contrario , Ora lo accennato espressioni si otten- 
gati coll 5 effettuare le segnanti operazioni, i.® sup- 
pongonsi due numeri m, n ad arbitrio ; 2 .® si pra- 
ticano su ciascuno di essi le condizioni del Proble- 
ma; 3.® se nè 1’ uno , nè l’altro vi soddisfa, sot- 
traggonsi i risultati , che ne vengono , M , N dal ri- 
sultato Q, che ne dovrebbe venire; A 0 si moltipli- 
ca la differenza , q come dicesi , i errore primo 
pel numero secondo n, l’errore secondo 
Q— N=^ pel numero primo m ; 5.° finalmente la 
differenza di questi due prodotti, cioè np—*/nq divi- 
desi, quando i due errori p t q sqno di egual segno, 
per la differenza //— q degli errori medesimi ; e quan- 
do tali errori p , q sono di segno uguali , la somma 
dei prodotti cioè np-^mq dividesi per la somma p-*q , 
Dunque coll’ eseguire tutte queste successive ope- 
razioni , dalle quali sappiamo , che viene costituita 
la regola di falsa posiziono doppia , l’ultimo risul- 
tato che ne viene , soddisfacendo all’ Equazione 
»x-*-//==Q , scioglierà il Problema , che ne dipende , 
e lo scioglierà j sia, Q no teo , Ora tutti i Proble- 
mi simili ai precedenti, i quali dipendono, q pos- 
aonsi ridurre a dipendere da un’incognita sola, con- 
ducono ad un’ Equazione ax+bzzQ , Dunque tutti 
questi Problemi potranno risolversi con la regola ora 
accennata , 

III, Agginngq non essere olio questi Problemi 
i quali si possono con tal regola risolvere , Difat- 


ti la Equazione x « nP _^ p equivale alla proporzio- 

ne p\q’.'x—~ mix — n , ossia alla Q— M:Q— N::r— «mtjr—n; 
e però alla Q — M ; x — m;;Q — N ; x — • » ; e per 
le regole stabilite i numeri m , n sono arhitrarj , e 
però ponno essere qualunque. Dunque supposto a 
I’ esponente della ragione Q-— Mjx— m, e perciò 
Q-M =3 a(x—*m) , dovrà essere ancora, qualnn- 
que siasi », Q— N;=«(x— n), e per conseguenza que- 
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sto a rimanendo costantemente lo stesso , qualun- 
que valore m, n , ec. s’ immagini , e si sostituisca 
nelle condizioni del Problema invece del valor ve- 
ro , non dovrà esso a contener punto in se mede- 
simo la x . Ora dalla Q esprimendosi il risultato co- 
gnito , che si dovrebbe ottenere pei dati , e per le 
condizioni del Problema , ed esprimendosi dalla M 
il risultato, che attualmente si ottiene nell’ esegui- 
re le condizioni medesime sopra il numero immagi- 
nato m ; queste Q, M altro non sono, che i secon- 
di membri delle rispettive Equazioni in x , ed m . 
Dunque Q— M essendo la differenza fra gl’ indicati 
secondi membri, 1* altra quantità a(x— in) non potrà 
essere , che la differenza dei membri primi ; ma per 
le leggi stabilite dal sovraesposto metodo è facile a 
vedersi , che questi due primi membri deggiono es- 
sere affatto simili fra di loro, e che in una di essi 
deve entrare la x, e non la m , e nell’altro la m , 
e non la x . Dunque essendo ax—am la differenza 
loro , essi medesimi non potranno avere che la for- 
ma axA-b , am-*-b , esprimendosi dalla b quella 
quantità , la quale svanisce con la sottrazione , e 
la quale dovendo svanire sempre, qualunque siansi 
le quantità m,n, che si pongono invece della x, 
dovrà essere , come si è detto della a costante- 
mente la stessa , e però non contenere in se la x 
medesima. Dunque l’Equazione ax-t~bz:Q, in cui 
a, ò, Q non contengono in se medesimi la x , e 
però sono cogniti , sarà quella , a cui soddisfa il 

precedente valore x^ìr ; ma lo stesso discor- 

p—q 

so si eseguisoe ancora rapporto all* altro valore che 

può risultare , x r= . Dunque la regola di 

P+t 

falsa posizione doppia non potrà servire che alla so- 
luzione de’ Problemi , i quali dipendono , o posso- 
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no ridarsi a dipendere dalla precedente Equazione 
ax*+bzzQ . 

Esemp. a 3 .* Determinare quante carte da giuo- 
co devo prendere; affinchè possa formare tre maz- 
zetti , il primo con la metà delle carte prese più 
una, il secondo con la metà delle carte che avanza- 
no dal mazzetto primo più una, il terzo con la me- 
tà delle carte che restano dal secondo più una , e 
dopo ciò rimanga a me in mano una carta sola . 

Sol. Servendomi per la soluzione di questo Pro- 
blema della precedente regola di falsa posizione dop- 
pia, immagino che 3 o , oppure i 3 siano le carte da 
prendersi; ciò essendo, dopo il primo mazzetto mi 
rimarranno rispettivamente 14 , od 3 carte , quindi 
dopo del secondo me ne rimarranno 6, o 3 , e fi- 
nalmente 2 , oppure •§■ dopo del terzo ; ma per le 
condizioni del Quesito me ne deve restare una; dun- 
que sottratti dallo 1 i precedenti a , §■ , ed ottenu- 
ti gli errori i—orr— t , 1— li moltiplico cor- 
rispondentemente per le posizioni 18, 3 o , divido 
la somma de’ prodotti che ne vengono presi positi- 
vi, cioè 33 , per la somma degli errori presi parimen- 
ti positivi , cioè per JL , e il quoto aa sarà il nu- 
mero delle carte domandato . 

139. Scoi . 7. Oltre delle accennate sappiamo che 
gli Aritmetici usano nella pratica di altre regole 
ancora , e tali sono la così detta Regola aurea com- 
posta , quella di Compagnia , 1 ’ altra di Alligazione . 

I. La prima di queste regole consistendo nel 
determinare dagli altri termini già cogniti il quar- 
to , 0 il terzo termine di una proporzione , nella 
quale la prima ragione è composta (n.* 129 ) di due, 
o più ragioni semplici ; e la regola seconda consi- 
stendo nel determinare in egual modo il quarto , o 
il terzo termine di una proporzione , nella quale 
r antecedente , e il conseguente della prima ragio- 


Digitized by Google 



i34 Parte I. Capo VI; 

np uguagliano rispettivamente la somma degli an T 
tecedenti , e dei conseguenti (VII. n. 6 137 ) di dup 
0 più altre ragioni semplici, o composte, uguali fra 
loro; vedesi agevolmente, che la dimostrazione di 
queste regole dipende dai ( n. 120, 1. x 33 , VII. 137), 
e vedesi eziandio quali siano i casi , ne’ quali pos- 
sono esse aver luogo . 

II. Abbiansi due sostanze miscibili fra di loro 
per esempio due Metalli, oppure due fluidi, ec. , 
.che dirò M, N; siano m, n, i loro prezzi specifi- 
ci; cosicché la sostanza M costi per ogni libbra m 
lire, e l'altra N ne costi ». Prendasi dalla M una 
porzione a , se ne prenda una b dalla N, e com- 
binate queste due porzioni a , b fra loro risulti 
una terza sostanza , cioè un terzo metallo , un ter- 
zo fluido, ec. , che dirò P, il cui prezzo specifico sia 
p, ec., e c ne sia la porzione attualmente ottenu- 
ta . Per le cose finora supposte potranno stabilirsi 
le due Equazioni a+-b—c , am-4-bnzzcp . 

III. Ora se venga dimandato il valore di p> cioè 
qual sia il prezzo specifico della terza sostanza P ; 


avendosi dalle due Equazioni precedenti p—2?. bT ì 

* 

scioglieremo il Quesito, dividendo per la somma 
delle porzioni a, b delle due sostanze M , N la som- 
ma dei rispettivi loro prezzi am, bn . 

IV. Che se sia domandato quanta porzione, deb- 
ba io prendere dalla M , e quanta dalla N onde for- 
mare una quantità c della terza sostanza P avento 
il prezzo specifico p . Ottenendosi dalle precedenti 

Equazioni le altre a = feg) , b = * m —p) ; e pe- 

m—n m — n 

rò le proporzioni m—n : p—n ! : c : a, m—n : m—p ::c:b r 
si stabilirà una regola dh sciogliere il Problema, 
operando come segue . Siccome il prezzo p deve evi- 
dentemente essere medio fra gli altri due m , n, co- 
sicché posto m>n, ne verrà m>p>n, sottraggo dal 
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prezzo massimo m gli altri due n, p, sottraggo dal 
medio p il minimo n , e avute le differenze m—n , 
m—p , p — n , con la regola dej tre truovo due quar- 
te proporzionali la prima dopo i termini m—n,p-~n,c, 
la seconda dopo gli altri m — n, m—p , c, e queste 
quarte altro non essendo per quanto si è detto poc* 
anzi , che i valori a , b domandati , daranno la so- 
luzione del Quesito . La quantità m—n primo ter- 
mine delle due proporzioni accennate , ottienesi an- 
cora , se, come si pratica dagli Aritmetici, si som» 
mino insieme le aue m—p , p—n , poiché m—p 

-f-y; — ~i~m — n . 

V. Le regole pratiche, che abbiamo ora esposte, 
e insietn dimostrate, onde sciogliere i due Proble- 
mi dei (prec. III. IV) quelle sono, le quali per 
1* uso, a cui servono , appellansi di Alligazione. So- 
gliono gli Aritmetici estendere le regole medesime an- 
cora ai casi , ne’ quali le sostanze, che si mescolano 
fra loro, siano più di dne : ma in questa supposizio- 
ne il Problema del (prec. IV) merita alcune riflessio- 
ni , che faremo in seguito ; il Problema poi del 
( prec. Ili ) si risolverà nel modo stesift , che si è 
indicato , poiché supposto , che uniscansi insieme 
tante porzioni a , b , d , e , ec. delle corrispondenti 
sostanze M, N, Q, R, ec. aventi rispettivamente i 
prezzi m , n, q , r, ec. , e supposto, che quindi ri- 
sulti una quantità c della nuova sostanza P avente 
il prezzo p , venendone le dne Equazioni 

a-*-b-*-d-+-ec. — c , am-*-bn-*-dq-+-"r-+- ec. — c p, 

sarà il prezzo cercato p = . 

r r a+b+d- f-e-fec. 

VI. Se invece del prezzo p si fosse supposto in- 
cognito uno degli altri m, «, ec. per esempio m t 
dedurremo egualmente il metodo , onde determinar- 
lo , osservando , che sarà 

V = («->- b^d+e+cc.)p—{br,-<rd q -lr er- 1- ec.) . ge ^ 
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cedente IV) sia nota la porzione a, e siano ignote 
le b, c t risaltando c= , b = potre- 

p — n p — ri 

mo quindi stabilire il metodo onde scuoprirne il lo- 
ro valore, e così si dica degli altri casi, che si pos- 
sono supporre . 

VII. Pongasi, che le lettere m , n,p, ec. espri- 
mano i pesi specifici delle sostanze M, N, P, ec. , e 
che a , b , c , ec. ne esprimano i volumi . Se dalla 
miscela dei due volumi a , b delle sostanze M , N 
risulti un volume c della sostanza P , poiché am , 
bn , cp ne sono i pesi rispettivi, si avranno qui pu- 
re le Equazioni a-+-bzzc , am-*-bn~cp ; onde risul- 
tando p rr , si otterrà il peso specifico della 

nuova sostanza P dividendo la somma dei due pesi 
é ini , bn per la somma dei due volumi a, b\ ed aven- 
dosi viceversa am — \ m , bn 

\ m — n / \ m — n / 

si otterranno^ pesi am, bn delle due porzioni a, b 
delle due sostanze M , N , determinando da prima 

come nel (prec. IV ) le due quantità . C -~~ » , 

e poscia moltiplicando quella per m, e questa per 
n . In questa maniera si scioglierà agevolmente il 
famoso Problema della corona del Re Gerone , co- 
nosciuti già innanzi i pesi specifici dell’ oro , dell* 
argento , e della corona medesima , e conosciuto il 
volume di quest’ ultima . 

Giova quivi avvertire , che le soluzioni de’ Pro- 
blemi , che consideransi presentemente, non sempre 
corrispondono con esattezza ai risultati , che real- 
mente ottengonsi in natura; e ciò perchè allorquan- 
do due , o più sostanze , per esempio due , o più 
metalli, si uniscono fra di loro, per affinità di com- 
posizione il volume della sostanza terza, aell’esem- 
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pio il volume del terzo metallo , che ne risulta » 
suole non uguagliare la somma de 1 volumi delle so- 
stanze > dei metalli componenti , onde nel caso per 
esempio di due metalli suol divenire inesatta 1 ’ E- 
4 nazione a-t-b=c. Però se col mezzo dell’ esperien- 
za si potesse conoscere il rapporto del volume c > 
cou gli altri a, b, ec. e si conoscesse quindi esse- 
re per esempio nel caso precedente a-*-bzzhc ; allora 
servendoci di questa nuova Equazione invece dell’ 
altra a-*-h^c , potremo col calcolo ottenere un risul- 
tato , che corrisponde esattamente a quello , che ot* 
tienesi in Natura . 

140. Def. 5 / Se si hanno quattro quantità ta- 
li , che la differenza tra la prima, e la seconda stia 
alla differenza, tra la terza, e la quarta, geometrica- 
mente , come la quantità prima alla quarta; esse 
formano una proporzione , che dicesi Armonica ; e 
se le accennate differenze stanno fra loro, come la 
quantità quarta alla prima, la proporzione appella- 
si contrarmonica . Sarà però armonica fra le quan- 
tità a , b , c , d , la proporzione a — b: c~-d:ia: d ; 
contrarmonica l’altra a— b\c-*-d : :dia . Si P una che 
l’altra di queste proporzioni si diranno continue , se 
essendo tre soli i termini dati , la differenza del pri- 
mo, e dol secondo stia geometricamente alla differen- 
za tra il secondo e il terzo , come nell’armonica il 
termine primo sta al terzo; e nella contrarmonica 
come il terzo al primo . Saranno quindi continue 
le due a — b:b — c:\a\c t a — b: b—c: :c:a» 

141. Scol. 8.* I. Date le tre quantità a , b , c, 

se ne venga richiesta la quarta proporzionale armo- 
nica , non avrò evidentemente , che a denominare 
per esempio d questa quarta , e formate le prepor- 
zioni del (n.* prec. ), dedurre il valore d=z ; 

che se sia b = c ne vexrà la terza proporzionale ar- 
ai 

manica = . 
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II. Date due quantità a, c vogliasene sì la me- 
dia proporzionale armonica , che la contrarmonica ., 
Chiamata questa b , dalle proporzioni ultime del 
( n. 9 prec. ) ne verrà rispettivamente nel primo caso 

tzzJZLy e nel secondo b=z~ ^ c -* 

a+b a—c 

CAPO VII. 

Dell * analisi matematica . 

Prima di passare alle altre operazioni di calcolo 
consideriamo i metodi , che abbiam finora seguiti 
nella soluzione dei Problemi pratici , e la natura 
dei Problemi medesimi , affine -di stabilirne delle 
leggi costanti , e metterci .quindi a portata di scio- 
gliere tutte le quistioni di simil natura. 

J 'i4a. Def. i.* Col nome di Quesito , Quistione , 
o Problema intendesi una proposizione, nella quale 
si ricercano una , o più cose irìcegnite col mezzo di 
altre cose , e quantità note , e di certe condizioni 
date . Sciogliere la quistione , od il quesito , o il 
problema, altro non _è- che ritrovare attualmente le 
cose richieste. L’ arte poi di sciogliere i problemi 
col mezzo dell’ Algebra , essa è che ptopriamente 
chiamasi Analisi Matematica: che se la quistione si 
sciolga col semplice raziocinio, senza aver ricorso 
ai segni matematici, allora F analisi dicesi piutto- 
sto logica. 

i4i. Scol. i.* Il metodo, che abbiamo seguito 
finora , e che devesi seguire in generale nello scio- 
gliere i Problemi con analisi matematica, quello si 
è i.* di denominare le quantità, e di ridurre le 
condizioni della quistione in Equazioni ; st* di ri- 
solvere le Equazioni ottenute . 

I. Per eseguire in pratica la prima di queste 
operazioni, è necessario , espresse colle cifre nurae- 
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riche, o colle prime lettere dell’ alfabeto le. quan- 
tità cognite, e con le ultime le incognite, operan- 
do su queste , come se il Problema già sciolto vo- 
lesse verificarsi , è necessario , dissi , eseguire da pri- 
ma tutte quelle operazioni di calcolo , che vengo- 
no richieste dal Problema ; quindi considerando le 
condizioni ad una ad una , acciocché nessuna ne 
sfugga, determinare i rapporti, che esse richieggo- 
no , tra le quantità note , e le incognite , come se 
tutte fossero già conosciute , e mentre questi rap- 
porti si effettuano , tra loro paragonando le quanti- 
tà tutte della quistione , essi medesimi ci condur- 
ranno alla determinazione delle Equazioni . Con- 
siderando i molti esempi finora addotti , vedremo 
agevolmente essersi sempre seguita questa via nel 
ridurre le condizioni del Problema in Equazioni . 
Dobbiamo però confessare non essere sempre cosa 
facile il trovare dalle condizioni le Equazioni cor- 
rispondenti , e dipendere ciò bene spesso dall’ in- 
gegno delFAnalista, e da una certa pratica , per cui 
ho pensato bene in questi Elementi proporre successi- 
vamente diversi esempi , poiché questi possono as- 
suefare 1’ intelletto a quei raziocinii, che sono a ciò 
necessari] . . .. 

II. Ritrovate le Equazioni conviene risolverle f 
Se la Quistione conduca con un' incognita ad una 
sola Equazione simile alle precedenti noi sapre- 
mo sempre scioglierla col mezzo dei ( n. 33 , 34 , 
4 2 > 44 > 5a, 58 , 61 , 67 , 69 , 71 ); che se condu- 
ca a più Equazioni simili alle precedenti con altret- 
tante incognite , convien prima eliminare ciascun’ 
incognita con uno dei metodi stabiliti nei ( n. 5o, 

5 1 , 1 o5 , ) , e quindi risolvere mediante i ( num . 
cit. ) ciascuna Equazione , che ne risulta ; oppure 
servendoci del metodo esposto nel { X. n.° io5), de- 
terminare immediatamente il jralore di ciascheduna 
delle incognite. 

IH. In tutti i Problemi , che abbiamo risolti fi- 
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noi a tante sono state sempre le Equazioni quante 
le incognite . Ora può egli accadere , che quelle sia- 
no in un numero maggiore, o minore di queste? e 
ciò accadendo di qual natura sarà il Problema ? veg- 
liamolo • 

144. Esem. 24* I- Incontrando una truppa di po- 
veri voglio distribuir loro dei denari ; dando per 
ciascuno 6 soldi, me ne avanzano 14; dandone 8, 
me ne avanzano 12, e frattanto veggo , che il nu- 
mero dei soldi diminuito di un’ unità uguaglia il 
numero dei poveri moltiplicato per 7. Si domanda 
quanti sono i poveri, e quanti i denari. 

Sol. Essendo x i poveri 3 y i denari : dalla pri- 
jriA condizione avremo 6 x-+-i 4 —y, dalla seconda 
12 — y , e dalla terza y — 1 = ^x : sciogliendo 
le prime due Equazioni ne verrà xxz r 3 , jsrqa; 
si sostituiscano questi due valori nella terza, e avre- 
mo 92—1 — 7*i 3 , 91 st 91 , Equazione la qua- 
le essendo identica nulla ci dice di più delle prime 
due, e per conseguenza è inutile ; onde diremo che 
i poveri sono 1 3 , e 92 i soldi . 

Esemp. II. Dopo 7 ore , che è partito da una 
Città un Corriere, che fa 5 miglia F ora , ne viene 
spedito dietro a lui un altro , che percorre 7 mi- 
glia e | P ora . Avendo il secondo Corriere arriva- 
to il primo , gli dice : dalla mia partenza Un qui 
ho percorso il quadruplo della strada che avete voi 
trascorsa nel medesimo tempo. Si domanda a qual 
distanza avrà il secondo sopraggiunto il primo 
Corriere . 

Sol. Chiamata x la strada totale percorsa dai 
due Corrieri ; allorché parte il secondo , vedesi che 
il primo avea già scorse * miglia , onde innanzi 
d’essere arrivato, ne dovi vere percorse ar— 35; 
scorrendo adunque nel tempo stesso il secondo Cor- 
riere x miglia, e il primo x — 35 , ne verrà x:x — • 
i5 

35 1:7^ : 5 ;v — :5, poiché nel moto uniforme in 
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tempi uguali gli spazj devono stare come le veloci- 
tà ; e però avremo 5 :r = “ — — ( ra,® i 3 a ) : dal- 

la seconda condizione poi nascerà x = 4 { x "- 3 c> ) , 
ossia xzz\x — 140. La prima Equazione ci dà :r=io 5 ; 
sostituisco questo valore nella seconda, e otterre- 
mo 105 = 430 — 140=3280. Or questa Equazione è 
assurda ; dunque assurdo sarà pure il Problema , il 
qual deve soddisfare ad una indizione impossibi- 
le : tolta la quale , il secondo Corriere arriverebbe 
il primo dopo io 5 miglia , 

145, Sol. a.* Nel secondo dei precedenti Esem- 

J j ( 7i.® 144) vedesi , che abbiamo con un’incognita 
ue Equazioni , e nell’Esempio primo oon due in- 
cognite abbiamo tre Equazioni . Dunque ponno be- 
nissimo venir proposti dei Quesiti, nel cercare la 
soluzione de’ quali il numero delle Equazioni risul- 
ti maggiore di quello delle incognite . Sia pertanto 
in generale m. il numero di queste, m-wt il nume- 
ro delle Equazioni . Con m Equazioni abbiam ve- 
duto in passato , che si possono sempre determinare i 
valori di m incognite : supposto adunque che nel 
nostro caso siasi ciò eseguito, rimarranno altre n E- 
quazioni, nelle quali non esistendo altre incognite 
se non se le già determinate , potrò in loro vece 
sostituire i valori ritrovati . Eseguite simili isostitu- 
zioni , o ciascuna di queste n Equazioni si verifi- 
ca , corno si è veduto nell’ Esempio I del (ti.® 144) 
rapporto alla y— 1 = 7x1 cagione dei valori x=i 3 , 
y = 93 divenuta 92—1=7.13, e però 91=91; op- 
pure non si verifica , come abbiam veduto nell’ E- 
sempio li del citato ( n.® 144 ) accadere riguardo 
alla x = 4 (a: — 35 ) pel valore ar=io 5 divenuta io 5 
= 4 ( * — 35 ) , e però 108 = 280. Noi primo di 

questi casi il Problema è possibile , ma le n condi- 
zioni, da cui somministransi le n Equazioni ulte- 
riori, è chiaro ohe dovranno essere identiche eoa 
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Je procedenti , od essere in esse incluse , e però 
inutili a proporsi ; nel caso secondo poi il Proble- 
ma , come viene proposto, è impossibile, ossia le 
Condizioni , rapporto alle quali produconsi le Equa- 
zioni assurde sono in contraddizione con le altre . 

i4*>- Scol. 3.® Supponiamo che per la soluzio- 
ne di un Broblema ottengansi le due Equazioni ax 
tì- by — c , dx-* ey—f, e che , avutasi cou la elioni» 

nazione x rz; - — % , y~ , il denominatore ae 

ae — bd j ao—bd 


r~bd risulti = o , e però x zs — , y = 0 * t , In 

' . ' . b 

questo caso , poiché dalla ac bdzz o ottienesi — 
~ , supposto exzmb , dovrà essere ancora d =z 

ma , e però la seconda delle precedenti Equazioni 
diverrà max ■+■ mdy — f , e quindi ax ■+• by = — , 


Ora la quantità ~ o ò uguale all* altra c , o ne 

f 

è disuguale ; se si ha —■ =;c , le due Equazioni sup- 
poste altro non essendo che le axr^byxxc t max -h 
mbyxzmCi la condizione del Quesito che sommini- 
stra 1* una di esse sarà identica , od inclusa nell’ 

altra , Che se— si truqva disuguale da c ; allora 

le due Equazioni ax +-by~ c , ax -*-by — aven- 
do lo stesso primo membro ax+by, saranno contrad- 
dittorie , e però se ha luogo una delle condizioni 
del Problema , non può avere contemporaneamente 
luogo l’altra . 

147 - Esem. a5.® Tizio ha cambiata della Tela con 
del Panno, e vi ha aggiunte «lire; il Panno vale per 
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ogni metro b lire, e la Tela, essendo stata misurata, 
col braccio m rcantile Modenese, vale per ogni braccio 
lire c. Dimandasi quanti metri di tela ha Egli da- 
ti , e quanti ne ha ricevuti di Panno . 

Sol. Denominato x il numero di quelli, y il 
numero di questi , poiché il rapporto del braccio 
mercantile Modenese al metro esprimesi dalla o,633a; 

tjoooo il prezzo totale della Tela sarà 1 °° ooex — 't > 5 709tar 

prossimamente, ed essendo by quello del Panno, 
avremo by — i,5793cx-«-a , Non avendosi nel que- 
sito altra condizione, non se n© potrà ritrarre altra 
Equazione , ed una sola per conseguenza ne som- 
ministrano i dati del Problema , quantunque le in- 
cognite siano due . Ora quale sarà il valore delle x , 
y in questo caso, nel quale il numero delle inco- 
gnite supera quello dell’ Equazioni ? Il valore della y 
vedesi che dipende dal valore della ar,- ma quale è il 
valore della x ? Non essendo questa incognita sog- 
getta ad alcuna condizione , che la determini , è 
chiaro che potrà avere un valore qualunque . Se- 
condo poi i diversi valori che ad essa si attribuisco- 
no , venendo la y determinata in altrettante ma- 
niere diverse ; ne segue , die il Problema verrà in- 
questo caso ad avere un’ infinità di foluzioni . 

Sia per esempio a=:ioo, &=;5o, c= 14 5 onde 
5oy= 1, 5793 X 14® 10Q > e P er ò 5©y = aa, 1102# 

■A-joo , Venendone y— o, 44aax-*-a , se faremo succes- 
sivamente x — o, zz i, = a, = 3, ?4> ec. 8 * Qtte f- 
rà in corrispondenza y — a , =1, 44 aa ? == a j ®^ 44» 
= 3 , 3a66 , = 3,7688 , ec. Avvertasi che volendosi 
esprimere soltanto i metri , i palmi , i diti , e gli 
atomi , basta nei risultati ottenuti , che i deci- 
mali siano esatti fino alla terza cifra . 

148. Esempio 26.* Suppongasi, che nel (V.n.* 
139) tre siano le sostanze M, N, Q date aventi i 
rispettivi prezzi specifici m , n , q 4 e dalla miscela 
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delle rispettive loro porzioni a, b, d nascendo la 
porzione c della sostanza P avente il prezzo speci- 
fico p abbiansi le due Equazioni a-+-b-*~dzzc , am. 

bn -*■ dq = cp , In questa ipotesi .poste incognite 
le porzioni a, h , d> se ne cerca il loro valore . 

Sol. Due nel presente Problema sono le Equa- 
zioni , e tre le incognite: eliminata una di queste, 
per esempio la d, risultandoci con le altre due a» 
Ì-la sola Equazione (m—q) a ■+■ (n—q) b = ( p— y )c ; il 
Problema avrà infinite soluzioni diverse , ed una 
delle incognite, per esempio la a, rimarrà arbitra- 
ria , avendosi poi P altra b = — *' n ?T < Ù* , e la ter- 

* r n^q 

Za f 7 - (m-») a -(p-n)<, 
n-q 

Esprimansi per esempio dalle M, N, Q tre qua- 
lità d’ asgento , 1 czi prezzi specifici siano 8,7,6, 
e se ne voglia formare una terza del prezzo 7 ■§■ . 
Avendosi quindi mzsS, «=7, 7 = 6, p = 7 dal- 
le precedenti Equazioni con la sostituzione otterre- 
mo b = , d = 11 , e supposto czzx lib., sa- 

a a 

19 .' b ss 3 ~ 4 f, d ss ag ~i. . Sia per esempio a = , 

ne verrà b , d = - 1 sia a ss JL =2 6 once, 

8 8 jo 

otterremo 6=3 once , d ss 1 oncia . 

149. Scol. 4 *° I* Conviene quivi riflettere , ebe 
quantunque la a nel Problema del ( n.° prec. ) ri- 
manga indeterminata , pure il Problema non ammet- 
te quella estensione di soluzioni, che ammettesi dal 
Quesito del ( n.° 147). Nel ( n.° 148) le condizio- 
ni del Problema esigono , non solo che il prezzo p 
sia medio tra il massimo m, e il minimo gr, ma an- 
cora che i tre numeri a, b, d siano tutti e tre po- 
sitivi . Ora por quest’ ultimo requisito risulta a > 
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(p— q)c— (m— <j\a^ 0 n)c >0 } e però 

5 ; ì — q n 1 

a cagione di rn>n>q, 8Ì ha ( p - <7) c > (m- q)a , 

(n»-n)«>{/»-/»)c • Dunque essendo a < 

a questa non si potranno attribuire già dei valori , 
benché positiyi , a piacimento , siccome alla x 'lei 
(n.° 14:) , ma le si potranno dare soltanto quei valo- 
ri , che esistono fra i limiti ( tif , ( -£=^> valori i 

quali sono per vero dire infiniti , ma però di un 
estensione infinitamente minoro di quel a dei va o- 
ri , che possonsi dare alla x nel citato ( n. 147 )• 
Sia p>n\ e però p-n> o , con 1’ attuai sottrazione 

dei due precedenti limiti della a truovandosi ~ 


__ ( P— n v — ( ? a— p)ln~-g)c . q Ues ta differenza esprime-, 
m — ri (in — q)(rn — «) 

rà nel caso di p>n 1* estensione dei valori della a , e 

sarà quindi « = ( -£=±l - h /* , posto h non <0 , e no a 
m — n 


> (”*— pV”— 9 )c . Che se sia p<’i , onde j>—n< o ; al- 

(m — q)(m—n) 

lora il valore (p ~” )c essendo negativo, i valori del- 
m—+n 

la a saranno tra lo zero , e '2 ? , e questa 0* ne 

ni — </ _ ra — q 

determinerà 1’ estensione . 

Nell’ esempio del (n.° prec.) avendosi b r: — — ^2 » 


d — a .f Z, dovrà essere a<—, a>-Z~ì e però— =5 

a 4 a 4 

£Z_ — JL misurerà 1’ estensione dei valori della a, onde 

4 a 

Algebra • ' ao 
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146 

posto a — JL •+■ h } converrà alla h attribuire quei 

valori , che sono non < o , e non > JL . Nel caso di 

4 


• 1 • • O f 

c—i i precedenti valori a a — _ vedesi a- 

o IO 


gcvolmente che soddisfanno alle accennate condi- 
zioni . 

II. Conduca una Questione qualunque a due E- 
quazioni con tre incognite , le quali risolte ci dia- 
no in generale y zz A — Bx , z = Cx— -D,e debbano 
ìey,z essere amendue intere . In conseguenza di 
ciò dovendo essere A— Bx>o, Cx— D>o , come nel 

( prec. I ) troveremo x < JL x > -E., e quindi si ve- 

B c 

de qual metodo debba sempre seguirsi , onde ritruo- 
vare il limite, o i limiti entro de’ quali contengonsi 
i valori della x . 

III. Siano nelle precedenti due Equazioni posi- 
tivi gli ultimi due termini, onde abbiasi y=A-+-Bx, 
z=Cx-*-D. In questo caso i due rapporti À-t-Bx>o , 

Cx-t-D>o dandoci x>— A., x > — .E. , ne viene 

« C 

che i valori della x non hanno che un solo limite, 

cioè se sia -5- <E_, il limite — JE , o l’altro — ™ 
» C C B 

se sia _A < , onde al disotto di questa — E-,op- 

B Ci ti 

A v 

pure della — — la x non può avere alcun vaio- 

re , ma potrà averli tutti senza alcun lim ite al di- 
sopra . Se z = Cx— D sia 1 ’ Equazion seconda, i va- 
lori della x non avranno che al disotto sempre il 

limite .E . 

C 
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IV. Vogliasi nel {prec, II), che tanto il valore 
della y come quello della z siano negativi . Aven- 
dosi in questo caso A— -Ex-Co, Gx— D<o, ne verrà 

x > A, * < H. Ora 0 si vuole -4 > ^ , o se ne 
B C B Ci 

.vuole minore, o gli si vuole ugnale: nel primo di 

questi casi non potendo darsi alla x alcun valore , 

che sia contemporaneamente > A, e <^r » *1 Pro- 
blema sarà impossibile , e quei valori della x , i 
quali rendono y =A— Bx negativo , renderanno posi- 
tivo z — Cx — D , e quei cnc fanno negativo z, fa- 
ranno negati vo j. Nel caso secondo il presente Que- 
sito sarà possibile, ma non potrà evidentemente es- 
ser tale quello del {prec. II) , Allorché finalmente 

, saranno impossibili entrambi, non poten- 
do evidentemente essere nello stesso tempo x < A , 

ed x > -2- , oppure x > 4- .» ed x < 4- • Che se 

i valori delle y , z voglionsi amendue negativi nel 
( preced . III ); allora è facile a vedersi che si potrà 
sempre soddisfarvi , e se ne avranno in corrispon- 
denza infiniti valori , 

i 5 o. Esem. 37.° Con 30 soldi vorrei comprare 
ao uccelli, cioè Tordi a 3 soldi l’uno, Merli a a 
soldi F uno , e Passere a ■§■ soldo F una , quanti uc- 
celli dovrò prendere di ciascuna specie P 

Sol. Siano x i Tordi , y i Merli , le Passere sa- 
ranno ao— x— j ; e in conseguenza de’ prezzi stabi* 


liti avremo la sola Equazione 3x-+-ajy 


ao— r — y _ 


• m$ _ V « • • 20 — 3 ?* 

ao, ossìa 5x-+-3j=zo, da cui si ricava x= — — — =5 

0 


\ 

» 
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4—1^.. Nel presente Problema i valori delle x,y 

dcggiono evidentemente essere non solo positivi , 
itua aucoift poteri j in esso adunque conviene soddis- 
fare ad un ulteriore condizione , il clic si otterrà 

operando come segue. Avendosi acciocché 

5 

x sia intero , è chiaro , che dovrà essere intero 
-I : supposto perciò = m f ne verrà 37=5/71, e 

O 

. 5 *» _ Q.7ÌI - 

pero y g m-*- ~ ; e se ^ , ed m sono nu- 


meri interi , tale esser dovrà anche L™ : suppongo 

ó 

pertanto ~ = n , e quindi m~Ì!t = n ■+■ IL ; per- 
6 a a * 

che m sia intero dovendo essere intero ancora IL 

a ' 

faccio JL~p, e venendone 77=2/7 senza rotti , sosti- 
tuisco questo valor 2/7 nelle successive Equazioni 
superiori, e avremo 

_ 3 « __ 6 p 


m : 


= 3/7 

• r >"» i5 p 

y- t - -/ = *p 

, = 4-^; = 4-^=4-V. 

ove si vede, che qualunque valore intero attribui- 
scasi a p } e la x, e la y saranno semj7re numeri in- 
teri ; ma dovendo di più essere positivi (n.° 3c), ng 

verrà 5/7>o , 4 — 3 p> 0 t donde 9Ì deduce p>o,p< ^ 

O 

Dunque dovendo p essere >0, e < 1 JL poiché -i- 

3 3 
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rr 1 _L, e dovendo di più rendere interi i numeri 

y, x, non potrà die uguagliare 1’ unità, e quindi 
fatto p- ri, avremo r— ó , x~\ — 3= 1 . Dunque non 

Ì jotrò nell’ ipotesi fatta che prendere 1 tordo, 5 mer- 
i, e 20— 5 — 1=14 passere. 

«5i. Scoi. 5.° Conduca un proposto Problema 
all’Equazione generale Ar-4-ByC=P, ove x,y debba- 
no essere numeri interi : sia F il massimo comuu 
divisore delle quantità note A , B , P , cosicché 
A— Fin , B=FM , P=FQ ; sostituendo verrà Fmx + 
FMj = FQ , e dividendo per F, /«r-t-MjrrQ , ove i 
tre numeri m , M, Q sono primi tra loro (IV. n.° Gì). 
Ora io dico, che se i due numeri x,y debbono es- 
sere interi, i due coefficienti m, M non possono 
avere alcun divisore comune . Imperciocché se si 
volesse che avessero un divisore k , supposto 777 — 
fk, Mrrg/f , ne verrebbe, sostituendo fkx^-gkyzz Q, 

e dividendo per k , fx-+- gy — — : ma Q non può 

k 

essere divisibile per k, poiché i tre numeri fk=zm , 
Q sono primi fra loro; dunque ne verreb- 
be la quantità intera fx-*-gy— ad un rotto il che 

fC 

è impossibile . Dunque se un Problema , ove i va- 
lori delle incognite richieggonsi interi, conduca ad 
un’ Equazione, come la seguente mx-*-ióyx=iq , in 
cui i coefficienti u, i5 hanno amenduc un di vi sor 
i non comune al io, ne sarà impossibile la soluzione. 

i5a. Escm. 28. 0 Due Poligoni hanno , presi in- 
sieme, 100 lati: frattanto se numero i lati dell’uno, 
prendendoli ad otto ad otto, me ne avanzano 7, e 
lo stesso avanzo di 7 mi risulta mentre numero i 
lati dell’ altro a dieci a dieci . Quanti sono i lati 
dell’ uno, o quanti quelli dell’altro Poligono? 

Sol. Chiamato x il numero delle volte che lo 
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® entra nella somma dei lati del primo poligono , 
e d y il numero delle volte , che entra il io nella 
Somma dei lati dell’ altro ; essendo 8x-+-? i lati del 
primo, e ioy-4-7 quelli del secondo poligono, ne ver- 
rà 8x-4-7-+-iq>--+-7=ioo , ossia 8 x- 4 -i qy=86 , e dividen- 
do pera, 4a-+-5y=43 . Operando come nel (n.°i5o) , 


ricavo y— = 8-4- 3 * x -, faccio - — — rn > 

0 5 5 

3 r 

e ne ottengo x = — zUL = — m ■+• ; suppongo 

4 4 

£ 

di nuovo —“II? rr ti, e venendone m — ì — senza 

4 

rotti , ritorno indietro sostituendo , e ne risulta 


x — 3 ~~ 5frt = 3 ~~ t5 -4- a0 n = 5^ — 3 

4 4 


_ 43-4* _ 4 $ — ao n -f- ia 
J ~ 5 5 

Poiché x > ed y devono essere positivi , .sarà 5n— 3> o, 
11 — 4/1 >0, e quindi risultando rc>-v-,re<^-, iva- 


lori di n saran contenuti tra i limiti , li. , e do- 

5 4 

vendo di più esser numeri interi, non potranno che 
essere i due 1 , a . In questo caso pertanto avremo 
due soluzioni . 

i.° Mentre ri—!, ne viene 3=2 ,j=i 1—4=7, 
e però 8:r-*-7= 1 6-4-7=23 ; ioy-*-7=7o-4-7=77 . 

a. 0 Mentre n—i ne viene x— 1 o — 6 —i,y~i 1 — 8=3,, 
e però 8x-t-7=56-t-7=r63 ; ioj-4-7=3o-4-7=37 . 

j 53. Esem. 29. 0 Determinare un numero intero, 
tale , che moltiplicato per 5 , e sommatone il prodotto 
con 10 dia un risultato divisibile esattamente per 
9, e moltiplicato per 8 dia un prodotto, il quale 
diminuito di 1 sia esattamente divisibile per 11. 
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Sol. Chiamo x il numero che si cerca , poiché 

per la condizione del Quesito _ ~Z r devono 

9 

essere due numeri interi, pongo 5 r ~ t ~ 'P- =y , — — - = z • 

9 1 . 

Dalla prima di queste Equazioni cerco , come nei 
(prec. n. i5o , i 5 z) in numeri i uteri i valori delle 
x , y j e ritrovato a; = 9 « — a, yzxbn , essendo n un 
intero qualunque, sostituisco il valore gn— a iu ve- 


ce della x nella seconda Equazione 


St — i 
1 1 


z • 


Avuta così l’altra Equazione 72 n — 17 = 112, con- 
sidero in essa eqme incognite le n, z, ne cerco quin- 
di , come di sopra , i valori in numeri interi , e ot- 
tenute 77= iil-t-i , 2=72f-«-5 , in cui t rappresenta 
un intero qualunque, colloco nella 2=9/7 — a invece 
della n il suo valore 11M-1. Avendosi da ciò i=‘ic»£ 
7 , y = 55 /-hS , z=72/-t-ó, apparisce che i valori 
della x , i quali sciolgono il Quesito, sono infiniti, 
essendo essi tutti contenuti nella espressione 99M-7» 
in cui alla t possónsi dare tutti gl’ infiniti valori 
0, 1, 2, 3, 4, ec., e che gli altri 55t-+-5 , 72/-t-5 som- 
ministrano i corrispondenti infiniti valori delle 

^IÌl°=j, = z. Se sia t — o, ne verrà a: = 7, 

9 11 

e però y— 5 , z=5 , se /=i , avremo 2=106 , y=6o , 
£== 77 j 8e risulterà ar = 2oS, ed y— ii 5 , 2=149» 
e così di seguito . 

Se oltre le precedenti or .~^..lP =y, — — - = z si 

9 11 

fosse supposta anche una terza Equazione , per esem- 


pio 



a cui la x dovesse soddisfare, essendo 


u numero intero, porrei allora in questa invece della x il 
trovato valore 0 e sciolta iti seguito in interi 

1’ Equazione = u , e trovato così t = 1 nk , 

* *7 


\ 
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u r= 396L •+■ * j esprimendosi dalla k un intci*o qualsi- 
voglia, porrei nelle precedenti x = gyf •+• 7 , y= 55 M- 5 , 
c = 7 2t -4 - 5 invece della t il valore 17 k; ed il valo- 
re x = i688A'-f*7 , soddisfarebbe a tutte le condizio- 
ni , risultando in corrispondenza y — 935 £-*- 5 , z — 
1 224A -H 5 , u — 396/t -h a . Ponendo snccessivamente 
£ = o, 1 , 2 , ec. si otterrà in corrispondenza x — 7, 
1690 3378 , ec. , e quindi y~ 5 , 940 , 1875 , ec. 

z = 5 , 1229, 2453, ec. ed « = 2, 898, 794» ec. 

Se oltre alle tre accennate dovesse la x soddis- 
fare ancora ad una quarta Equazione simile alle pre- 
cedenti, sostituirei in quest’ ultima invece della x il 
trovato valore 1683^-»- 7, e proseguirei ad operare 
come precedentemente ; e così proseguirei sempre , 
se la x dovesse soddisfare ancora ad una quinta, ad 
una sesta ec. Equazione. 

154. Probi. 20. Risolvere in numeri interi 1 ’ E- 
qnazionc Ax-+-Bj= P , essendo interi i coelKcienti 
A, B , P. 

Sol. Determino il massimo comun divisore fra i 
due numeri A , B ( «.“109) , e chiamato questo F, 

osservo se -p- è un numero intero ; se non lo è, pel 

( n.° iji ) sarà il Problema impossibile; che se lo è,’ 
potrò ottenere la soluzion domandata , eseguendo le 
operazioni , che sonosi indicate nei ( n. xSo, i 5 a, i 53 ). 
L’operazione istessa però, per cui si è determinato il 
massimo divisor comune fra le A , B , e P operazio- 
ne del (II./?. 0 114) potranno darci assai più breve- 
mente, e piti semplicemente la soluzione medesima. 
P 

Posto difatti y — Q > determinati quindi nel deter- 
minare F pel ( n.° 109 ) i successivi quoti a , b , c, 

tl, ec. e chiamati ~ , — le ultime due frazioni, 
che si ottengono praticando su di essi le operazioni del 
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(TI. n.*u4) ; »o dico, che, se questi quoti 
er. sono ili numero dispari, sarà x — Mr — LQ , = 
IQ — tur, esprimendosi con la r un intero qualun- 
que , e se il numero degl’ indicati quozienti è pari, 
sarà x = — Mr LQ , y — — /Q -+- mr , ossia riducen- 
do, come suol dirsi dagli Algebristi, queste due E- 
quazioni ad una sola, avremo x = zfcMr^LQ,y = :fc/Q 
rp mr , prendendo i segni superiori , quando il nu- 
mero degli esposti quoti è dispari , e gl’ inferiori , 
quando è pari . Per isciogliere adunque il nostro Pro- 

• l m 

blema ritrovate le precedenti frazioni — , — , non 

avremo che da moltiplicare pei denominatori M , L 
le rispettive quantità r , Q , sottrarre 1’ un prodotto 
dall’altro, e si otterrà cosi il valore della x, quin- 
di moltiplicare le stesse Q , r rispettivamente pei 
numeratori l, m, e sottratto in egual modo 1’ un prodotto 
dall’ altro , ne verrà il valore della y . La regola 
poi precedentemente accennata dei segni indicherà 
evidentemente quale dei prodotti delibasi sottrarre . 

Sia per esempio 1 1 ix -t- 8 ij = iq5 1’ Equazione 
data . Cerco fra 1 1 1 , ed 8i il massimo comun divi- 
sore, e con 1’ operazione del ( n.° 109 ) truovati i 
quoti 1 , a, 1, a , 3, ed il loro massimo divisore 

eomune 3, osservo che ■— essendo 63, è un nume* 

à 1/ 

ro intero . Esistendo adunque numeri interi , che 
sciolgono la data Equazione, determino con gli espo- 


sti Quozienti, giusta il (II. n.° 114)3 le frazioni — > 

— , -j-, -g-, ; e giacche dispari in questo caso 

è il loro numero , ed — sono le ultime due fra- 

8 27 


zioni ; per le regole poc’ anzi stabilite sarà x — 2?r 
— 8.05 , y — 11 .65 -** 377*., ossia x — 27 r — 5ao , y — 
715 — 37 r, rappresentandosi dalla r un intero qua- 
lunque . Mentre in questo esempio si faccia 27 r — 
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»2o >o , 710 — 37 r <0 , risultaudone r > 19 X } r < 

x 9 3y» ne se g ue c ^ e f ra * numeri interi, i quali 


soddisfanno alla Equazione data niuno ve n’à positivo 
Se le Equazioni date fossero le 5 x -h 3 y =r 20 , 8 x ■+■ 
iojz=86, dei precedenti (n. i 5 o, i 5 a) col metodo pre- 
sente troveremo nel primo caso r=3r— 20, y—^ c — 5 r , 
e nel secondo ar = 5 r— 43, y = 43 — 4/-. Questi risulta- 
ti , quantunque sembrino diversi dai ritrovati negli 
esposti («. 150 , 102 ); pure è facile a vedersi, che 
sono gl 1 stessi, mentre però alla r in questo , ed alle p , 
n, t nei ( ti.cit. ) si diano i valori opportuni . Rap- 
porto per esempio alla Equazione Sx 3 y — 20 del 
( «. 1 jo ) , acciocché x — 3 r — 20 , y — ^j.o — 5r siano 
numeri interi, dovrà essere r>6 4, r<3, e però 
r ~7 a onde x — 1 , y — 5 , ed il valore 7 di r corris- 
ponderà al valore 1 di p nel (rc.°i5o). 

Per dimostrare P esposto metodo, osservo, che 

avendosi Q=-^, m , M = ~ ( I , II, IH , „.o , ,4 ) , 


1 ’ Equazione Ax -t- Br = P sarà la stessa che la mx ■+■ 
M/ = Q. Ora a questa Equazione io soddisfo sem- 
pre, e con tutta la dovuta generalità, ogniqualvolta 
ponga in luogo delle x, y due espressioni aventi una 
^determinata comune , che dirò r, le quali rendano 
il su o pri mo membro — Q: dunque le due espressio- 
ni ir— rtftrqpLQ, y — + /Q mr v j soddisfaranno 

completamente , mentre per esse si compia all* indicata 
condizione . Posti pertanto in primo luogo di numero 
pan 1 quoti a b, c, d, ec. , si sostituiscano nel pri- 
mo membro della mr+MjrQ i valori ar= — Mr-+- 

L Q> y IQ -+- mr, ne verrà — mMr-+- m LQ— /MQ-+- 

mMr= ( mL — /M )Q ; ma dalle quantità (XVIII) del 
(« ■ 1 1 j ) apparisce, che quando gli esposti quozien- 
ti son di numero pari , alloca mL — M = 1 . Dun- 
que avendosi (mL-ZM)Q±:Q, rimarrà in qnesro 
primo caso soddisfatto alla condizione accennala. Glie 
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se dispari è il numero dei quoti a , b, c, d, ec. ; ap- 
parendo dalle citate quantità (XVIII) essere mL — 
/M=— i, e però ZM-— mhzz i , e per la sostituzione 
in mx-t-My de’ valori x — Mr — LQ , y = ZQ — tnr ri- 
sultando quindi mMr — wiLQ ■+■ /MQ— mMr =: (ZM-— /«L) 
Q=Q, la stessa condizione sarà ancora in questo 
secondo caso adempiuta. Dunque ec. Osservisi poi 
non potersi dalla indeterminata r esprimere giammai 
numeri fratti . Imperocché se si volesse per esempio 





essendo questa frazione ridotta ai minimi ter- 


mini , ne verrebbe a? = ± =j= LQ, y = ± /Q ^ , 

e quindi essendo LQ, ZQ, x,y numeri interi, do- 
vrebbero le due quantità M p, mp , e però le M, m 
essere divisibili esattamente per q; ma essendo que- 
sti numeri M, m, primi fra loro, tale divisione non 
può aver luogo . Dunque ec. 

i55. Scol. 6.° I. Che se 1’ Equazion data sia la 
Ax — By = P, ritenute le supposizioni, e fatte le con- 
siderazioni del ( n.° prec. ) troveremo dover essere 
x =r±Mr^: LQ, yxzitmrqzlQ , prendendosi i segni 
% come nel numero ora citato. In questo caso adunque 
avremo i valori delle x , y col moltiplicare le quan- 
tità r, Q rispettivamente pei denominatori M, L, quin- 
di pei numeratori m , Z ; e ritenuta la regola de’ se- 
gni accennata, la differenza dei primi due prodotti 
formerà il valore della x , la differenza dei secondi 
il valore della y . 

II. Da quanto si è detto nel (n.°i54).> e nel 
{prec. I ) vedesi potersi sempre asserire che quando 
nella Equazione Ar:±:By:=P il coefficiente P può di- 
vidersi esattamente pel massimo divisore dei due A , 
B; allora esistono sempre dei numeri interi, i quali 
sostituiti contemporaneamente in luogo delle x , y , 
verificano l’ Equazione proposta . 

i56. Probi, ai.® Risolvere in numeri interi 1’ E-. 
quaziene Aj> -t- By -+• Cz = P . 
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Sol . Determinato il massimo comun divisore, eLe 
dirò F, tra i due coefficienti A, B, osservo se per 
esso è divisibile esattamente tanto il coefficiente C , 
come l'altro P; se essendolo C, veggo che non lo 
è P , per un discorso uguale a quello del ( n.° i5i ) 
dirò ohe la soluzione domandata è impossibile : che 
•e ciò non succeda 

I. Cotnineiam dal supporre amendue questi nu- 
meri G, P divisibili esattamente per F. In tale ipo- 
tesi, posto CzrFN, P = FQ> eritenute le supposizio- 
ni del (n.° 1 34 ) rapporto alle frazioni -j- , 

io dico , che Osservando la regola dei segni , che ab* 
biamo replicatamente indicata ( n. 154 , i55 1 dovrà 
(XXI) essere x ~ Mr 3 = L ( Q — Nz ) s y = =p mr dt / (Q ■— Nz), 
e ciò chiaramente apparisce dal riflettere, che F li- 
quazione A.* -+- By -+- Cz ir P equivale all’altra mx -♦* 
Mj + N;=Q, e però alla mx M_y zr Q — Nz ,• ma 
quest’ ultima Equazione corrisponde perfeuamente al- 
la del (u.°i54), mentre in luogo di Q 

pongasi Q — Nz » Dunque nelle espressioni de’ valori 
delle x, y del citato { n.° 1 Ó 4 ) rimanendo la Q im- 
mutata, se porrò in sua vece la Q — Nz , ne verran- 
no per x , ed y due valori, che soddisferanuo all’E- 
quazione mx -+■ My = Q — Nz , e però alla Ax-+-By-»- 
Cz — P. Dunque ec. 

II. Non 6ia F divisore esatto di C; determino in 
, questa ipotesi il massimo comun divisore tra F, e C, e 

P , 

chiamato esso G , osservo , se e numero intero; se 

non Io è, dirò nuovamente essere la cercata risolu- 
zione della Equazione impossibile, e facilmente, co- 
me nel ( n.° i5i ) se ne vedrà la ragione: che se si può 1* 

esattamente dividere per G, supposto FrznO, ~ 

C 

= R , g- = N , la kx Bj -t- Gz zr P si ridurrà alla 
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mnx -+■ Mny -+- Nz — R 5 e però avendosi mr+Mv = 

K — Nz , 

' ù , la z dovrà esser tale , che renda R — Nz divi- 
sibile esattamente per n. Supposto pertanto 

— u, la data diverrà mr+My —u; ma dalia R — 

. n 9 

avendosi n«-i-N-=:R, ed essendo N, rt primi fra 
loro, pel (II. n.°i 55 ) esistono sempre degli interi, 
die sciolgono quest’ ultime Equazioni; dunque po- 
tendo essere sempre interi e la z, e la u, tali in 
corrispondenza potranno essere ancora e la x, e la y 
dipendentemente dalla mx ■+■ My u , 9 e per conse- 
guenza saia nel presente caso sempre solubile in nu- 
meri interi la data Ax -+■ Bjy -+- Cz — P . Ora operando 
come nel ( n.° 154 ) dalla 'mx -+- abbiamo x = 

ZzMr^Lu, y =r ± lu zjz mr, e ridotta la in fra- 
zioni simili alle ( XV, XVII ) dei (II. n.° 1 14, n .° 1 15 ) , 

V 71 

delle quali -jj , siano le ultime due, per lo stes- 
so (n.° j 54) abbiamo u — ± Nq L'R, z~± /'R qz nq, 
esprimendosi con la q un intero qualunque, e pren- 
dendosi i segni secondo le solite regole . Dunque so- 
stituito in luogo della u il suo valore , le tre Equazio- 
ni xrz zfcMrqzL(:±: Nq zp L'R), mr ± /(rfcN^ qz L'R),- 

2 —z&nq ±/'R daranno in interi i valori domandati 
delle x, y , z . Se non si fosse eseguita la indicata 
sostituzione del valore della u, la soluzione della 
proposta Ax-t-Bjr h- C z = P sarebbesi contenuta nelle 
quattro Equazioni x — ztzMrzfzhu, y — ^z'mr zfc lu , 
u ~ ± No zp L'R z — zp nq zi: Z'R . • (XXII) 

III. Se l’ Equazione data sia la Ax — By-t-Cz = P ; 
dal (I. n.°i 55 ) è facile a vedersi, che le forinole 
esprimentine la soluzione saranno nel caso del ( prcc.\ ) 

& — ± Mr zp L ( Q — Nz ) , y — 3 z mr zp /( Q — Nz ) , 
e nel easo del {prec. II) saranno M/;p L ( Nq 
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qp L'R) , yzz^zmr^l (:S=Ny =p L'R ) , z = qz nq IzY R . 
Che se essa Equazione sia Ax — By — * Cz = P , allo- 
ra rapporto al ( prec. I. ) avremo ar = :fcMr;pLi(Q-4- 
Nz), y = =£: mr =p/ ( Q-t-Nz ) , e nel ( prec. II ) l’Equa- 
zione tra le z, u divenendo nu — Nz = R, onde u = 
N^rpL'R, zzz± nq /'R , si otterrà 
x — ztzWìr^. L ( zfcNy zf. L'R),jy = :£ m/-sp / ( zfcN^r^sL'R), 
z—zizvqzp. l ' R . 

Siano date ad esempio le tre Equazioni 5iar-«- a4_v**- 
aiz=io 5, 242: ■+• 56y -+■ aozqq 168 , i32a: — B^y — i5z 
= 102. Rapporto alla prima, poiché il massimo divi- 
sore 3 dei primi due coefficienti 5i , 24 divide esat- 
tamente ancora gli altri due ai, io5, mi servirò del 
metodo del (prec, I) e troverò così x == — 8r ■+• (35— 72), 
yxz iqr — 2(35 — 7Z ) . 

II numero 3 massimo divisore dei due coefficien- 
ti *4 > 56 nella Equazione seconda non divide esat- 
tamente il terzo coefficiente ao . Non potendo adun- 
que per la soluzione di questa Equazione servire il 
metodo del (prec, I), a quello ricorro del (prcc. Il), 
e cercato quindi il divisore massimo tra 8 , e 20 , 
poiché vedo, che il 4> che ne risulta, divide esat- 
tamente il coefficiente ultimo 168 , dirò che la chie- 
sta risoluzione è possibile , ed oparaudo, come si è 
esposto nel citato (prec, II), si troverà essere difatti 
x = qr •— 2 ( Sq — 84 ) , y =z ( — 84 ) — 3r, z =42— 2 q. 

Nella terza finalmente delle Equazioni proposte es- 
sendo negativi due termini del primo membro, mi 
servirò della regola stabilita nel ( prec. III), ed ot- 
terrò x qr 2 (5<7 — 34 ) » y — — ur-**3 (5^ — 34) , 
s=4^— 34. Con la sostituzione di questi valori nelle 
respetti ve Equazioni, vedremo che esse di fatti si ve- 
rificano, e ciò riguardo alla prima, qualunque valore 
intero attribuiscasi alla z, e riguardo alle altre due, 
qualunque valore intero si dia tanto alla r , come al- 
la q. 

157. Probi. 2a. # Vogliami i valori delle ar, y, s 


\ 
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nella precedente A.r-*-Bj'-«-Cz=:P non solo interi, 
ma ancora positivi. 

I. Prendasi il caso del (I. n* prec. ), in cui A, 
B > G sono tutte quantità positive , ed ove essendo 
il massimo comun divisore F delle A, B divisore 
esatto ancora delle C, P, onde ArrFro, B = FM, 
C = FN , P = FQ, ottengonsi le Equazioni (XXI). In 
questo caso io dico primieramente che mentre si vo- 
gliano i valori delle x,y,z positivi, e interi, de- 
ve essere ancora r intero, e positivo . Rapporto difat- 
ti al suo essere d’ intero ciò si dimostra, come sul fi- 
ne del ( n* i54 )• Rapporto poi all’ essere di posi- 
tivo , supposto in primo luogo, che il numero dei 
quozienti a, b , e , J, ec. nella ricerca del divisor 
massimo fra le A , B sia dispari ( «.• 154 ) e però che 
nelle (XXI) debba tenersi conto dei segni superiori , 
osservo che per la condizione del presente Problema 
avrassi Mr — LQ LNz >o , — 7rcr-+-/Q— /Nz > o , os- 
sia posto, se così si vuole, in'luogo della r il valore 
negativo — r', avrassi — Mr' — LQ -+. LNz > o, mr' *+• *Q 


ZNz > o , 


e però z > 


LQ+Mr' 


lQ-4-m r* 


ovvero 


0 Mr Q mr' , „ 0 Mr 

Z> F' + -LN’ S< N +W’ ianc l uc sara LN < 


Q. 

w 


mr* Mr 
7N ’ LN < 


mr* 

W’ 


e però a cagione delle A, B, G po- 


sitive, essendo positive ancora tutte le quantità/, L, 
m, M, N, sarà mh— /M > o; ma ciò non può essere, per- 
chè essendo dispari il numero dei quozienti a, b, c, d, 
ec. deve pel (n. ii5) risultare mh — /M = — i . Dun- 
que non potrà neppur essere, che la rabbia un valor 
negativo. Lo stesso si dimostra, se il numero de’ quo- 
ti a, b , c , d , ec. sia pari , poiché posto — r' in- 
vece della r ne verrebbe mh — ZM <o , il che non 
può essere , avendosi in questo caso mh — /M = i 
\n* u 5) . Ora dal Problema richiedesi , che sia an- 
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Cora z>o, e allorquando gl’ indicati quozienti a, b„ 

, ! . IQ — mr 

e,d y ec. sono dispari, abbiamo z< — , e men- 


tre essi sono pari , abbiamo z < L -^p- : dunque 

nel primo di questi casi avendosi lQ—mr> o , e nel 
•econdo LQ — Mr>o, sarà in corrispondenza r< 

ed r < — , e però i valori della r opportuni 
m M 

all’ intento saranno tutti gli interi, compresi tra lo 
zero , ed nel caso primo , ed nel caso se- 
condo. Sia /•' uno di questi interi, si sostituisca, e 
poiché nel primo degli accennati casi risulta c > 

—^■ r . > z < ^r’» e nel ‘ ecoado z > » * 

< gì» interi positivi, che vengono 

La 

. . . LO — Mr' IQ—mr 

compresi tra 1 limiti — — ■ saranno tanti 


valori corrispondenti della z , e questi sostituiti 
unitamente ad r' nelle Equazioni (XXI) daranno i 
rispettivi valori interi, e positivi delle x , y . Lo 
•tesso si dice degli altri valori opportuni della r . 

Esem. 3 o.° Dato sia ad esempio il seguente Quesito. 
Esistono in un giardino delle piazze di figura regola- 
re , le line pcntagone , le altre quadrate , e le ter- 
ze triangolari ; ciascun lato di ciascuna di queste 
piazze è di tre metri, e la somma di tutti i loro con- 
torni dà metri 87 . Domandasi , quante sono le pri- 
me , quante le seconde , e quante le terze delle ac- 
cennate piazze . 

Chiamato x il numero delle pentagone, y quel- 
lo delle quadrate , e s quello delle triangolari , ne 
verrà evidentemente l’Equazione j 5 *-+- 12/ -4-9= =r 

8 ?, 
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87 , ed in questa x , y , 2 dovranno essere necessa- 
riamente numeri interi , e positivi . Sciogliendola 
pertanto giusta il ( I. w.° i 5 ò ) avremo 
x — — 4'- -+- (* 9 — 3 ;) , y = 5 r — ( ì<i— 3 ;) ; ora x , y , z 
si vogliono non solamente interi; ma ancora mag- 
giori dello zero; dunque per la regola precedente» 

mente stabilita , dova essere r<^L, r> o, e z <4 

^ * 

ttf) 4 L , z> , ossia r < 7 , r > o, z< 9 — r- f» 

3 3 

g ~ r , z>9— r •+■ ~ — . Potendo per oonsegnen- 

3 5 

za la r avere tutti i valori intieri, che estendonsi dal» 

10 zero esclusivamente, lino inclusi varnente al 7 , 

11 suppongo successivamente, e col sostituirli nei li- 
miti della z ci verrà 

r— 1 , s « 8 f , z>3 

r — 1 , z< 7 , z>Ot 

r = i, z < 3 f , 3 > 4 §• , 3 = 5 
r — 4 > c< C-t'3> ::; -' > 3 , z =2 ^ 
r = 5 , 3 < 5 , 3 > 4 | , 3 = a 

r^ 6 , 4 ^ * ir » “ — l 

r — ?« 2 <^ 7.’p' > 11 • 

Da questi risultati apparisce essere quattro soltanto 1 
valori della 3 interi e maggiori dello zero , quelli 
cioè che esistono nell’ ultima colonna corrisponde»» 
ti ai valori 3, 4, 5 , 6 della r . Sostituisco pertanto 
simili valori unitamente ai rispettivi della e nella 
x — — 4 r -+- ( 29 — 3 s), jy = ór.— ( *9 3 v )» 6 risultati» 
(loci in corrispondenza 

z = 5 , x = 2 , y — t ; 
z= 4 , x — , y — ì 

z= 2 , X = 3 , y = 3 1 

3 = ! , ar = a, J = 45 . . 

dirò clic il dato quesito ha quattro soluzioni, e che 
poro le supposte piazze possono essere i ri tutto di nu- 
mero 8 ne’ primi due casi, 7 negli altri due, e deggiono 
combinarsi fra loro a norma de’ valori ora ritrovati 
delle x , y , z , 

Algebra 1 1 
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Se 1* Equazione proposta a risolversi in numeri 
interi, e positivi fosse stata la prima delle tre supposto 
ad esempio nel ( n.° i56) , avrebbesi con queste ope- 
razioni truovato , che essa non ha soluzione veruna. 

II. Consideriamo il caso del ( II. n. prec. ) . Ri- 
dotta in questo la data Ax -*- Bj Cz = P nelle due 
Equazioni + rn -+- N; — R , ed ottenute 

quindi le quattro (XXII) , pongasi , che nelle prime 
due di queste ultime si debba tener conto dei se- 
gni superiori , e nelle altre due degl’ inferiori , on- 
de esse divengano 

Lu , y— — mr-*-Iu , u~ — Ny-I-L'R , z~nq — Z*R . 
Pel richiesto dal Problema dovendo essere i valori 
delle x,y,z interi e positivi, e a cagione dei coef- 
ficienti m , M parimenti interi , e positivi , essen- 
do intero , e positivo anche u , avremo 
Mr— Lu>o , o , — Nj-t-L'R>o , nq—l' R>o , 

e però q> , r<lZ » ma a cagione 

di m primo con M , e di n primo con N (II. n prec. ), 
come sul fine del (n.« 154 ) , apparisce dover essere q , 
ed r numeri interi. Dunque trovati gl’ interi , i 

quali esistono fra i due limiti , LJi , sostituisco 

n W 

ciascuno di questi nelle Equazioni u — — Ny-+-L'R , 
z — nq — l'Rj ed avuti così i valori della z, e quelli 

della u, li colloco successivamente nelle JH: , t 

m M 

prendendo gl’interi, che rimangono fra questi due 
limiti , li sostituisco in luogo della r insieme col 
valore corrispondente della u nelle x = Mr — L« , 
y — — rnr-i-lu, ed avremo così i richiesti valori del- 
le incognite. Se nei valori delle x , y, u, z invece 
dei supposti avessero esistito gli altri segni ; con 
discorsi affatto simili agli accennati si sarebbero de- 
terminati i valori delle r , u , e quindi quelli dello 
x } y, z. 
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Presa ad esempio la seconda delle Equazioni sup- 
poste nel (n. p i56), cioè la 202=168 , ri- 

duco questa alle due òx+iy—iL , 2«-t- >3=4 2 , e rica- 
vato da esse x~ir— 2.11 , y— — 3r-t- u , u — 0/7 — 84 » 
2=42— %q , faccio bq— ’3q>o , 4 2 — a^r> o , — 3r-+-a>o , 

o 4 

qr—zu>o, e veggendo perciò dover essere q > — = 


4 21* — 1077—168 - “ . — 59—8 

lu -2-, q<2i , r > — = — j r % 

5 7 7 . 5 

dò successivamente alla q i valori 17, i3, 19, ao 
• venendomi 


> 

> 


57=17, 

r> 

a 

7’ 

r< 

1 

T 



12 

5 

^ 6 

co 

>■« 

II 

«Si 

r> 

7~ 

1 — - 
7 

, r< T 



22 


^ 11 

q~'9> 

r > 

7 = 

3 -L 
7 

, r< T 



3a 

, 4 

16 

q — »° * 

r> 

II 

4 y 

» r <T 


» 

= 3 T 
— « * 


dirò, clie r non può avere, che il valore 5., e que. 
sto corrispondentemente a q - 2 20, onde avendosi 
«=216, sarà x = 3 , y = 1 , 2232, 

Esempio 3i « Con quattro specie di frumento, 
1* uno del prezzo di Lir, 47 P er 80ma > *1 secondo 
di Lir, 41 , il terzo di Lir, 44, e il quarto di Lir, 39 
vorrei formare jo5 some di un frumento, il cui prez- 
zo sia di Lir. 45 per soma, Dimando quante some 
intere deggio prendere da ciascuno dei frumenti sup- 
posti , onde ottenere il richiesto . E questo un que- 
sito della natura di quelli di alligazione ( n»° ih)), 
la soluzione completa del quale ottiene») evidente- 
mente col metodo ora accennato , 

III, Che se la Equazione «lata sia la At— B y-+* 
C:=P, oppure la A.r— fty— G"=P ( UL n, i5b); con 
dei raziocini non dissimili dai precedenti , potremo 
truovace «piai valori deggionsi attribuire alle inde- 


Digitized by Google 



i 6 4 Parte I. CAro VII. 

terminate r , <j , onde avere interi e positivi ì valo- 
ri delle x,y, z: per amore di brevità lascerò al 
leggitore 1 * eseguire somiglianti raziocinii , conten- 
tandomi di riflettere, che siccome tanto nel valore 
della x , come in quello della y , il termine conte- 
nente la r è dotato dello stesso segno, perciò non 
avendosi corrispondentemente , che un solo limite, 
siccome abbiala veduto accadere nel (III? n.° 149) 
le x , y , z potranno acquistare infiniti valori di- 
versi . , 

1 SS. Probi. 23 . ® Sia Aa; -t- By -*• Cz-*- Du= P I* E» 
quazione data, e vogliasene la soluzione in numeri 
interi , 

Sol. Chiamato F il massimo comun divisore 
dei duo coefficienti A, B, abbiasi come di sopra 
A=-«F,B=MF, e 

I. Supponghiamo che F sia divisore esatto di 
tutti gli altri coefficienti C, D, P, risultandone 
C=i\F, D=NiF, P=QF . In questa ipotesi il Pro- 
blema sarà solubile , e da quanto si è detto nei 
{prec. n. 1 54 , i 55 , i 56 ) è chiaro, che si otterrà: 

(XXIII) x=rtMrq=L(Q-N 3 -N 1 if ) , y=z+ »*fc/(Q— N=-N 1 u) 

prendendosi j segni con la solita regola , attribuen- 
dosi alle / , L i valori loro attribuiti nei citati 
( / 7 * prec, ) , e polendosi dare alle indeterminate r, z, u 
dei valori interi quali si vogliono . 

II. Se essendo divisibili esattamente per F tut- 
ti i coefficienti A, B, C.D, tale non sia P; come 
nel ( n.° 1 5 1 ), vedremo essere la soluzione del Pro- 
blema impossibile . 

IH. Non sia divisibile per F il coefficiente D, es- 
sendolo gli altri A , B, C; chiamato in questo ca- 
so G il massimo comun divisore tra F , e D , osser- 
vo , se G contienesi esattamente in P; se no , dirò 
nuovamente , come nel (II. n. # 106) impossibile la 

ri 

soluzion del Problema; se sì, abbiasi — 

\jr 
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j&S 


Ni 


P _ 


, — R, e 1’ Equazione data diverrà evidente- 

G 

“ ~ii» 


R— N 


mente mnx-*-Mny-*-Nnz-*-Nìu=R . Faccio ora 

rf, 6 ridotta così questa Equazione alle due 
, 7/7-4-N i n=R , poiché i numeri m, n 
sono rispettivamente primi con i due M, Ni , avre- 
mo , sciogliendo 

xzzzt. M?:pL(/ — Ns) , y — z+zmrdz l{t — N;), 

7i— z+znq =t l ' R , t — ± N i fjppL'R 

( n.° i54 > I. n.® 1 56 ) espresse con le V, L' delle 
quantità simili a quelle del (li. n.° i 56 ) ^ e da que- 
sti quattro risultati tutti avrannosi evidentemente i 
valori interi delle x ,y , z, u. 

IV. Vogliasi non divisibile per F il coefficien- 
te C , è chiamato G il massimo comun divisore tra 

F , e C , vogliasi JL numero intero . In tale sup- 

ir 

posizione anche -L dovrà essere intero, altrimenti 

il Problema sarebbe impossibile . Posto adunque 

F = rc,Jl=N rrNt, _L = R, onde la Equazion 
G~ G G G 

data divenga mnx -+• Mny ■+■ Ns + Ni» = R faccio 

R Ns N i u — t ^ e ottenute così le due mx-*My=t, 
n 

nt + N3-t-Nmr:R , poiché m è primo ad M , ed n 
primo ad N ; le espressioni 

X — ± Mr L/ , y zZ zp. mr z!z ! t 

z — zpnq ± /'(R — Niu), t ~zìz L’(R — Nlu) 
ci scioglieranno evidentemente il Quesito . 

V. Ritenuto C non divisibile esattamente pec 
F, e fra questi numeri F,C ritenuto G massimo di-* 
visor comune , sia per G non divisibile il coeflì- 
«iente D . Denomino in questo caso H il massimo 


\ 


(XXIV) 


(XXV) 
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divisor comune dei due numeri G, D, e poiché os* 
servo dover essere JL numero intero , onde la riso- 


luzion del Problema sia possibile; pongo tu, 

- 5 - = Ni , J 1 = S . La Equazione data per questo 

diverrà ninni ■+■ JAnmy - 4 - Nraiz ■+■ Ni« sr S, ossia 

nix -+• My = t , posto — Nnlz ~:.^ r “ = t , e però 

fini * 


nn r= S, e fatto nuovamente - — i - 1 —zz 

ni 

v , èssa si ridurrà evidentemente alle tre Equazioni 
mx -+- My — t , n/ -+- N; =: v , «ir-t-Nin — S, 
dalle quali , essendo m primo con M , n primo con 
N, ed ni primo con Ni , otterremo con le solite 
regole , e le solite denominazioni 

x — de. IVI/- =p L t , y — =P mr — > 

(XXVI) t ~ de Ny zp L'u, z — qz nq de l'v , 
v — de Ni p z£ L"S , « = mp dz l" S, 

risultati , i quali col dare'alle p , q , r dei valori 
interi qualisivogliono, ei daranno agevolmente i ri- 
chiesti valori interi delle x t y,z,u. 

VI. Se uno o più dei coefficienti della Equa- 
zione data voglionsi negativi, basterà nei risultati, 
\ che sonosi ottenuti, cangiare i segni nei termini 
corrispondenti . 

169. Probi. 24.® I valori delle x , y , z, u nel- 
la precedente Ar-f-Bj--4-Cz-4-Du=P domandansi inte- 
ri , e positivi . 

Sol . Cerco in primo luogo con le regole stabi- 
lite nel { n.° prec. ) di determinarne i valori interi, 
e nel ciò eseguire, supponghiamo , che posti i coef- 
ficienti A, B, C, D, P tutti interi, e positivi 

I. Succeda il primo de’ casi considerati nel ci- 
tato (n prec.). Ciò essendo, facciasi nella Equa- 
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ziqni (XIII) N=-»-NiM=f ; ne verrà ar=ni:Mnz:L(Q— /), 
yz=^zmrdz!(Q—t) . Denominato ora g il massimo co- 
rnila divisore dei numeri N , Ni , abbiasi N = kg , 

Nj=Hg-, onde A sia l’ultima delle frazioni, che 

nascono, eseguendo le operazioni del (II. n.* 1 1 4 ) 
sopra dei quoti ottenutisi nella ricerca del supposto 

massimo divisore g, ed -i- sia tra le indicate la 


prima frazione che precede la ~ . La t avrà evi- 

dentemente un valor intero , e positivo , le z , u 
non potranno avere valore intero, quando t non sia 
divisibile esattamente per g ( n.° t 5 i), e scioglien- 
do giusta il ( n.° i 54 ) I a Nz-t-Nii/ = t, risulterà 
z = ± Il <7 :p ìt , u —z^:hq =b it . 

Poiché per le condizioni del Problema si ha x>o, 
y> o, z>o, u> o, supposto, che nei valori di que- 
ste lettere debbasi tener conto dei segni superiori , 
ne verrà Mr— LQ-+-L/>o , -mr-*-lQ—ll> o, Hg— l/>o, 

-hq-hit>o , e però t> L( ^ - ~ Mr , t < — , q > li > 


? 



ma t> 0 ; dunque ancora 


7Q__mr> 0j e q H ; n . 


di r<d. Non potendo essere r nè fratto (n.* 154), 
m 1 

nè negativo (I. n.° 157), il rapporto r < tutti 

m 

ci darà i valori di r ; questi sostituiti successiva- 
mente nei rapporti t> ~- Mr , t < l( ^~~ tutti sorn- 

ministreranno i valori di t •, fra i valori di t tenen- 
do conto , per quanto si è detto poc’ anzi , solamen- 
te dei divisibili esattamente per g , sostituisoansi 

essi in q>^-L - 1 ed in q < il, e con ciò ottenuti i 
H h 
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corrispondenti ili t, e di r nelle precedenti espres- 
sioni, a cui si uguagliano lo x , y , z , u , e avre- 
mo cosi i richiesti loro valori interi, e positivi. 
Delle operazioni affatto simili alle esposte dovreb- 
bero praticarsi , se nelle indicate espressioni delle 
so ,y , z,u si dovesse tener conto de’ segni inferiori . 

Sia per esempio 7 y-+- 8--i-4o=i 9 1’ Etj nazione 
data . Fatto Qz ■+■ 4“ = / ? poiché ne viene 
oc — ór — a ( 3g — t ) , y = — 7r -+- 3 ( 3g — t ) , avremo 

t > 39 — 11, /<3g — 2L , e però 3g — 2 L > o , onde 
tx <S «i 


r < 16 A . 

n 

Dunque potranno essere valore di r tutti gl’interi, 
che estendonsi dall’ uno inclusi vamonte fino inclu- 
si vamente al 16. Dalia 8= — t vedesi dover es- 

sere tutti i valori opponimi di t divisibili esatta- 
mente per 4; dunque tra i valori di essa t , che 
corrispondentemente ai valori di r oitengonsi «lai 


rapporti t > 39 — LL , t < 3 q — 7L. non saranno atti al- 
a 3 

la solnzion del Problema, che i due 20, 3 corrisponden- 
ti ai «lue 8,1 3 di r. Ora essendo lo stesso coefficien- 
te 4 di u divisore esatto del coefficiente 8 di z , po- 
trò m quest’esempio operare più semplicemente che 

nel caso generale , poiché avendosi u zr_i_ — o.z , 

faccio — 22 >0, e quindi z< JL: ma t non 

4 1 8 

può acquistare che i due valori 20,8; dunque trovan- 
dosi in corrispondenza 2<?5L— 2 , 2 < JL = i, 

8 a 8 


e dovendo essere z>o , non potrà essa z avere che 
i valori 1 , u , e questi corrispondenti entrambi al 
solo valore ao di t, ed al solo 8 di r. Sostituiti 
adunque nei valori delle x,y, u lo 3 invece di r ,• 
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il se invece «li /, e successivamente i , a invece di 
b, avremo due soluzioni del nostro Problema , cioè 
le dipendenti dai valori i°. x— 2 . , y= i, z=i , uzz 3j 
2 .° x—i , yzz i , 2 =J, uzz i . 

II. Accadendo il caso del (III. n.° i58), pon- 
gasi che nelle Equazioni (XXIV) già ritrovate deli- 
basi tener conto dei segni superiori , poiché ciocché 
dicesi di essi, dicesi poi egualmente dei segni infe- 
riori . In conseguenza di ciò dovendo essere 
Mr — L/ -4- LN:>o , — mr -*-lt — /N->o , — nq -4- /'R>o, 
Niy — L’R > o , otterremo 


? 



<1> 


L'R 
Ni * 


z > 


Lf — Mr 
JLN ’ 


z< 


It — mr 

m 


» 


e a cagione di z>o avendosi lt — mr>o , sarà 

r< IL . Dai primi due di questi rapporti si avran» 

m 

no i valori della q ; simili valori sostituiti nelle 
(XXIV) ci daranno i valori delle u, f, dai valori 

di t mediante i rapporti r > r>o (I. n.° t5? ) 


avremo i valori della r , che pel ( n.° i54) devono 
essere interi ; col mezzo di questi valori di r uniti 
ai rispettivi della t, otterremo, servendoci dei prece- 
denti limiti della z i valori della z medesima , e 
questi finalmente insieme con quelli di f, e di r 
posti nelle (XXIV) ci daranno i chiesti valori del- 

lo OC Y • 

III. Abbia luogo il caso del (IV. n.° 1 58 ) . Ri- 
tenuti qui pure nelle Equazioni ( XXV) per la ra- 
gione poc’ anzi accennata , i soli segni superiori , 
dovrà essere 

Mr — L/>o, ->mr+//> o, — nq -+-i'R — * Z'Niu > o , 
N<y — L'R L'Nju> o , e però 


„<R 


I Ni 


M 


Ora essendo u> o , dev’ essere ancora V R — nq>Oj 
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e quindi q < — : dunque avendosi eziandio q > o , 


ed intero ( I. n.° 167, n.® 164), potremo da ciò de- 
terminare i valori della q. Col mezzo di questi, e 
dei precedenti limiti della u , otterremo i valori 
della u stessa ) sostituendo in seguito nelle ( XXV ) 
in vece delle q , u i valori truovati , ne verranno 
i valori delle z, f, dipendentemente dai valori ot- 
tenuti della e dai precedenti limiti della r, avre- 
mo i valori di essa r , e questi ultimi uniti ai ri- 
spettivi della t ci daranno finalmente nelle (XXV) 
i valori delle x , y . 

IV. Nel caso del (Vè n.® prec. ) ottentìte le E- 
quazioni (XXVI) , e ritenuti i segni superiori , do- 
vrà per le condizioni del Problema essere r > hi , 



della p avremo i suoi valori ; questi collocati nelle 
ultime due delle Equazioni (XXVI) daranno i rispet- 
tivi valori delle v , u . Sostituiti in seguito nei li- 
miti della q i valori della v , avremo i valori cor- 
rispondenti- della q medesima, e quindi mediante le 
(XXVI) quelli delle t , z . Finalmente i valori della t 
posti nei limiti della r , ne daranno i valori , e col 
mezzo delle r, / già determinate, e delle (XXVI) 
avremo i valori delle x , y . 

V. Allorché uno, o più dei coefficienti A,B,C,D,P 
voglionsi negativi le operazioni da eseguirsi per la 
soluzione del Problema proposto , possonsi facilmen- 
te dedurre da quanto ahbiam detto finora, avverten- 
do, che, come nel (III. n.° 157), il numero delle 
soluzioni sarà in questo caso sempre infinito. Se nei 
precedenti Problemi ( n.* 157, 159) si avesse volu- 
to che i valori delle x, y , z, ec. potessero essere 
ancora zero ; allora è chiaro , che il numero delle 
Soluzioni sarebbe stato maggiore , e si avrebbero ot- 
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tenute queste ulteriori soluzioni , ponendo le espres- 
sioni , a cui le x,y , z,ec. si uguagliano, non <0 . 

VI. Quanto abbiam detto finora * mostra abba- 
stanza , come dobbiam comportarci , allorquando. 
1 ' Equazione , che deve risolversi in numeri intieri, 
oppure in intieri , e positivi è della natura delle 
precedenti , e frattanto contiene più di quattro in-» 
cognite . 

Propongonsi a risolvere in numeri interi , e po- 
sitivi le tre Equazioni òox noy -*• 5oz-*- i5u~3j5 , 

264 x -+-48 jk '-*-3 os -4-2 11^=669 . 
160. Probi. a5.° Risolvere in numeri interi , o 
positivi 1 ’ Equazione ax — bxy-^cyxip . 

Sol. Ottenuto da essa y — T. . P . Si moltipli- 

bx — c 

chi questa Equazione per b , onde risulti by =± 
ahr—lp . ^i v i,3 as i attualmente il numeratore abx—bp 

bx—C 

pel denominatore bx — c, e venendone ?bx—lp __ 

* bx— <c 


-+- sarà by = a ■+■ -- — - P - . Ciò fatto , siccome 

bx—c bx—c 

by , ed a sono numeri interi , tale dovrà essere an- 


cora — tu 

bx — c 


e quindi bx—c sarà divisore esatto del- 


la quantità notà ac — bp . Truovati pertanto tutti i 
fattori del numero ac—bp , e chiamato d uno di que- 
sti , faccio bx—c=zd , e pero x = . Dovendo x 

b 


essere numero intero, osservo se c-*-d è attualmente 
divisibile esattamente per b ; se no , lo escludo, se 

sì, pongo C ~-A =. e , onde x = e, e fatto - c ~~ h P — g, 
b d 


poiché risulta y — ‘LÌlA, ed y esser deve numero in- 
b 

ter© , osservo , se a-*-g ha per divisore esatto b ; •• 
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no, sarà imitile la precedente supposizione di bx—c—d . 
e converrà uguagliare questa bx — c ad un altro de’ 
divisori esatti di ac—bp \ se poi a-*-g è divisibile esat- 
tamente per b, posto a JTii = h ; sarà x — e , y — h . 

b 

Replico le stesse operazioni , ed osservazioni sopra 
tutti i fattori di ac—bp, e quelli tra questi , che 

somministrano per mezzo delle espressioni c d } 

dei quoti esatti , e positivi , tutte daranno le 
b 

sol uzioni del Problema . 

Esem. 3a.° Con i valori di uno, o più degli 
angoli interni d’ un Poligono regolare uniti insie- 
me voglio formare una somma di a gradi . Diman- 
do quali tra i Poligoni regolari debbo sciegliere , ed 
in esso quanti angoli debbo prendere pel mio in- 
tento . 

SoL Sia x il numero dei lati del Poligono , ed 
y il numero in esso degli angoli interni , che presi 
insieme deggiono formare la somma di a gradi » Pei 
noti principj di Geometria ciascun angolo interno 

9 

del supposto Poligono regolare vale i3c c — 3 . 

x 

Dunque sarà ^ iSo — e però ax— iSoxy 

-f-36o_> =o . Paragono qnesta Equazione con la gene- 
rale poc’ anzi supposta j e avendosi orza , b— 180, 

# = 36o , p — o , ne verrà i8oy = a . . ' ,Ur '. a — ossia 
r J i8oa — 30* 

n n 

1 8c yzza, 

Sia o=3 6o ; risultandomi quindi y — 2 ■+■ , 

«cr90 tutti i divisori esatti del 4» «d essendo que- 


aa 
x — a 
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stì i, s, 4 faccio successivamente x — 2=1 , x— 2=12 , 
x — 2=4, e poiché da ciò ricavo x~3 , ^=4, x=ó , 
ed in corrispondenza y =.6 ,^=4, V=d ; dirò che nel- 
la ipotesi presente tre solamente sono le soluzioni 
del Quesito, e che soltanto il triangolo equilatero 
con sei , il quadrato con quattro, e 1* esagono re- 
golare con tre de’ suoi angoli sommati insieme pon- 
ilo formare un risultato di 3òo® . 

Pongasi a=óo° . La precedente iSoysa-t- 

divenendo perciò ìy=n -+- — — ; suppongo successi- 

vamente x — 2=1 , x — 2=2 , e da queste ipotesi aven- 
do in corrispondenza 3y=3 , Zysn-i , e però , 
y — il quesito non avrà in questo caso che una 

sola soluzione , cioè la dipendente dalla x — 2= 1 a 
dalla quale apparisce , che solamente prendendo un 
solo angolo di un triangolo equilatere , può aversi 
il risultato di 6o° . 

Se si fosse supposto « = 37°, avrebbesi veduto 
che il problema non ha soluzione veruna . 

161. Def. 2/ Da quanto abbiamo detto finora 
{n. 144, e se g. ) apparisce di qual natura siano i 
Problemi, allorché il numero delle Equazioni non 
uguaglia quello delle incognite . Se poi il numero del- 
le Equazioni supera l’altro delle incognite; il Pro- 
blema corrispondente dicesi piucchè determinato ; so 
al contrario ne è minore, il Problema chiamasi in- 
determinato; e appellasi esso determinato, se il pri- 
mo degli accennati numeri uguaglia il secondo . I 
Problemi indeterminati allorché contengono delle 
condizioni, siccome quelle de’ ( n. 149, e seg.), le 
quali non sono esprimibili per Equazioni, ma che 
però restringono il numero delle soluzioni, soglion- 
si anche chiamare semideterminati. 

Ancora le Equazioni soglionsi distinguere in de- 
ter minate , e indeterminate. Equazione "determinata 
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è quella , la quale non contiene che un* incognita 
•ola, indeterminata quella, che ne contiene due, o 
più . 

162. Def. 3. 4 In nn termine qualunque di un* 

Equazione, o di un* espressione algebraica, il qua- 
le abbia forma intera, la somma degli esponenti del- 
le incognite in esso contenute costituisce le così det- 
te dimensioni del termine istesso . Perciò nella Equa- 
zione -i- óaxyz abz x: o la somma 3-1-4 

4-1 = 8 degli esponenti 3, 4, 1 delle tre incogni- 
te x,y,z esistenti nel primo termine ix 3 y 4 z costitui- 
rà le dimensioni del medesimo termine, ed esso per 
conseguenza si dirà di 6 dimensioni ; e cosi si dirà 
di 4 dimensioni il termine secondo 5x 4 , di 3 il ter- 
zo 6 axyz , e di una l’ultimo ahi , 

163. Def, 4/ Le Equazioni algebraiche distin- 
gnonsi in diversi gradi ; e questi gradi vengono sta- 
biliti dal termine, che contiene il massimo numero 
di dimensioni , Se questo massimo numero è 1 , 
l’Equazione corrispondente sarà di i.° grado , se es- 
so è a, 1* Equazione sarà di 2.® grado ; di 3. Q , se 
1’ accennato numero sia 3 ; e così di seguito ; l’ Equa- 
zione perciò del ( n . 9 prec, ) sarà , in conseguenza 
del termine ix 3 y*z , dell’ ottavo grado, 

164. Cor. 1. 9 Se l’Equazione è determinata, os- 
sia non contiene che uua sola incognita ( n.° ibi ) , 
il suo grado verrà determinato dal massimo esponen- 
te dell’ incognita medesima . La prima perciò dello 
Equazioni ax b~o , ax 3 -+. bx* -4- ex -+- d = o sarà di 
primo grado, la seconda di 3.°, 

IL Tutte di primo grado sono le Equazioni con- 
siderate finora , a riserva della ottenuta nel (/t.° ibo), 
la quale per (^,*164) può dirsi del 2. 0 Ora i metodi 
di soluzione per quelle nou sono sufficienti per lo scio- 
glimento delle Equazioni di più alto grado. Volendo 
adunque stabilire dei mezzi, percui possiamo iscioglie- 
re, o almeno approssimarci alla soluzione di que* Proble- 
mi , i quali conducono a quest’ ultime Equazioni} 
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con Terrà , che prendiamo nella parte , che segue , t 
conoscere altre due operazioni di Calcolo, alle qua» 
li gl’ indicati mezzi principalmeute si appoggiano. 
Tra le Equazioni pero di più alto grado il nostro 
Istituto non ci permette di considerare presentemen- 
te, che le determinate, e queste soltanto fino al 4.? 
grado inclusivamente . 

PARTE II. 

Delle ultime'Due operazioni alcebraiche. 

CAPO I. 

Della Elevazione a potenza , e della Estrazione della 
Radice da un qualunque Monomio algebraico . 

1 6 5 . D e f. 1/ Elevare a potenza una data quan- 

tità altro non significa , che moltiplicare la data 
quantità per se medesima un certo numero di vol- 
te , e questo numero il quale indica le volte che 
vien ripetuta in forma di moltiplicazione la data 
quantità , si chiama indice , o esponente della poten- 
za. Eleverò così alla $* potenza la quantità a di- 
cendo a.a.azza 3 (III. n.° 53 ); eleverò alla 5 / la quanti- 
tà 3 b* , facendo 3 b % . 3 ò». 3 b*. ib*. VP — 243 b 10 ( n.° 56 ) ; 
ed eleverò finalmente alla 4/ potenza la quantità 
— 2 a 3 b dicendo —2a 3 b.—za 3 b.— aa 3 b. —2 a?b — 1 6a l , 

e gl’indici di queste potenze saranno 3 , 5 , 4 ’ 

166. Def, 2.* Uua quantità dicesi radice di un’ 

altra , mentre moltiplicata per se medesima un certo 
numero di volte la restituisce., e dicesi essa di 2. 0 , 
di 3 .° , di 4. 0 , ec. grado secondo che devesi repli- 
care due, tre, quattro, ec. volte. Così a sarà radi- 
ce 3 .* di a 3 , sarà òb* radice 5 / di , e — an 3 b 

sarà radice 4 - 4 di i6o ,a Z» 4 ( n.° prec. ) . Il determinar 
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poi queste radici a, ób % , — 2 a 3 b ciò è clie diccsi 
estrarre la radice dalle date quantità, 0 potenze a 3 t 
ZJfòb^ , i ta t% b A . 

1 67. Scol. i.° Per indicare le potenze ci servia- 
mo degli esponesti (n.® 16S), raccniudendo la quan- 
tità da elevarsi a potenza tra due parentesi , o a 
questa sovrapponendo una lineetta trasversale ; così 
la potenza 5.* di òb 3 s’indicherà per (Ib 3 , 5 , oppure 

e la potenza seconda di a 3 b 3 s’ indicherà 

scrivendo (a 3 -*-// 3 )* , ovvero a 3 -t-t/ 3 \ Per indicar poi 
le radici , ci serviamo del segno y, il qual rappre- 
senta in certo modo un r, e si aniepone alla quan- 
tità, da cui deve estrarsi la radice, e sopra di lui 
ponesi il numero che indica il grada della radice 
medesima , Per tal modo esprimerà la radice 

3/ di 343i 6 , e sarà quindi = 7^* ; ^ (a 5 — b 10 ) rappre- 
senterà la radice 5/ di a 5 — b 10 , e così di se- 
guito . 

168. Def. 3/ Queste quantità j)/ 243A 6 , |X (« 5 — ^ ,0 ) 
soglionsi dire radicali, come segno o vincolo radica- 
le diccsi il supposto \/ , e indici , o esponenti della 
radice si chiamano i numeri , che sovrapposti al se- 
gno \/ indicano il grado della radice . La radice se- 
conda suole anche dirsi quadrata, cuba la terza, e qua* 
drataquadrata la quarta . Allorché poi si vuole indicare 
una radice di 2. 0 grado, ossia quadrata, invece di ^ 
sogliono più comunemente i Matematici scrivere il 
segno \/ senza alcun numero sopra : cosi \/ a 6 indi- 
ca la radice seconda di a 6 , cioè a 3 . 

169. Cor. I. L’estrazione della radice è un’ope- 
razione affitto opposta all’ elevazione a potenza, co- 
me la sottrazione è opposta alla addizione, e la divisio- 
ne è opposta alla moltiplicazione . Innalzando alla 
3. 4 poteuza la quantità a , ottengo a 3 ; estraendo da 
a 3 la radice 3, 4 , distruggo ciocche ho fatto colf ele- 
vare a potenza , ed ho la prima quantità a . 

II. Coma f elevazione a potenza non è che una 

molti- 
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moltiplicazione ripetuta di una quantità per se me- 
desima (n.*iòS)> oosi l’estrazione della radice non 
sarà alia line che una replicata divisione per una 
quantità messa in qui 1’ ultimo quoto uguaglia il 
divisore costante , 

III. Come a si dice potenza prima di a (I.* n.° 
55 ) , potrà così dirsi egualmente radice prima di se 
medesima . 

170. Scoi , 2.® Vogliasi elevare alle potenze 2. 4 , 
3 .“, 4/, ec. la quantità a; pei ( n. i 65 , III. 53 ) 
otterremo, i risultati a*, a 3 , a 4 , a s , a 6 , eo. . S’ in- 
nalzi ora a queste potenze la quantità negativa — a, 
pei {n.cit.) ne verranno i risultati a*, — a 3 , a 4 ,— a 5 , 
a 6 , ec. Dunque le potenze pari a 3 , a 4 , cfi , «c. po- 
tranno nascere tanto da una quantità positiva a t 
quanto da una negativa — a , e quindi una quanti- 
tà qualunque sia essa positiva, o negativa elevando- 
si a potenza pari , darà sempre un risultato positi- 
vo; ma le potenze a 3 , o 5 , ec. nascendo da a, e 
le — a 3 , — a 3 , oc. da — a mostrano, che innalzando 
a potenze dispari una qualsivoglia quantità, se que- 
sta è positiva, i risultati sono sempre positivi, e so 
essa è negativa , i risultati sono negativi . Mentre 
in somma le potenze pari risultano sempre positive, 
le dispari ritengono il segno della quantità che si 
eleva a potestà . 

1 7 1 . ScoU 3.® Data l’ espressione -a*, può que- 
sta indurre equivoco, se cioè indichi la quantità 
— a elevata alla potenza m, o se indichi la quanti- 
tà in istato di sottrazione. Per evitare ciò, so- 
gliono gli Algebristi nel caso di — a innalzato alla 
potestà m, scrivere ( — a}”*, oppure ^a m (n . 4 167), 
intendendo poi per —a™ la quantità a "» presa nega- 
tivamente . Allorché però m è dispari , essendo pel 
(n.° prec.) (— «) m = — a m , potremo scrivere egualmen- 
te — a m , {—./)« per esprimere la potenza mesima 
di — a ; ma se rn è pari, avendosi (— a) m ~amj non 

Algebra ia 
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potremo, per indicare simile potenza, seri rer giam- 
mai — • u m quantità ben diversa da u m . 

172. Cor. I. Se si ricerchi la radice dispari da 
tina quantità data , è chiaro dal ( n.° 170 ) , die sa- 
rà questa positiva , se la proposta quantità è positi- 
va ; e negativa, se la quantità data è negativa ; co- 
si la radice 5.* di -t- a 5 sarà -t- a, la radice 7.* di 
— a 1 sarà — a . 

II. Se si ricerchi la radice pari da una quanti- 

tà positiva, per esempio la 4.» da a 4 , potendo tan- 
to essere a 4 z=(a)*, che a 4 =(— a) 4 , potrà la richie- 
sta radice esser tanto positiva che negativa, cioè 
tanto ■+• a , ehe — a ( n. 1 70 , 171 ); quindi è che 
le radici pari ponno avere due valori , un positivo, 
negativo l’altro; perciò i Matematici aflin di espri- 
merli amendue nel tempo medesimo, sogliouo ante- 
porre alla radice il doppio segno rt; gara per conse- 
guenza j^a 4 r= dfc a ; $/b l% — ± b* ; — 3a 5 , 

III. Che se venga proposta una quantità negati- 
va , e vogliasi di questa una radice pari ; se voglia- 
ti per esempio la radice seconda di — a *, cioè il 
valore di [/— a* ; poiché non esiste alcuna quantità 
nè positiva, nè negativa, la quale elevata a poten- 
za pari dia un risultato negativo — a*(n.°i6o) ; è chia- 
ro che il valore di j/ — a* sarà un valore non esi- 
bente, impossibile, assurdo . E quindi è che a simi- 
li espressioni , alle radici cioè pari di quantità ne- 

f itive , il nome si dà di quantità assurde, impossi - 
Hi , immaginarie . Tali saran pure le espressioni 
-a 4 , y — a* , ec. A differenza di queste, le al- 
tre quantità quali sono le $/b x *-=z =fc b % , ^ «*, 
ec, , che sono possibili, od esistono attualmente, 
appellami reali. 

173. Probi. 26.* Elevare a potenza un dato Mo- 
nomio qualunque. 

Sol. Chiamato m in generale il grado della po- 
tenza, a cui vuole elevarsi il dato monomio , non 


; 
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avremo perciò che «1 moltiplicare per m gli espo- 
nenti dello lettere in òsso contenute ; moltipli- 
care le volte rn—i per se medesimo il suo coefficien- 
te , e al risultato anteporre il segno istesso del mo- 
nomio dato, se m è dispari; e sempre il segno , 
se m è pari . 

Cosi eleveremo alla 5/ potenza il monomio -+. 
3 a* b" 1 , moltiplicando gli esponenti a, 7 per 5, mol- 
tiplicando il coefficiente 3 per se medesimo le vol- 
te 5-—i=4 > e d risultato anteponendo il segno -+• : 
sarà perciò ( •+■ 3&*i 7 ) 5 = -f- 243« ,0 ò 35 , e nel modo 
istesso ritroveremo (— 5u a jj 3 = — ( — 5/> 3 (/)* — 

6a5 . 

Difatti per elevare il dato monomio, per esem- 
pio ■+• 3 a*b’ 1 alla potestà m, ossia alla 5.*, altro non 
dobbiamo, che replicare esso in forma di moltipli- 
cazione le volte 5, ossia non abbiamo che a molti- 
plicarlo per se medesimo le volte 4 (n.°iti5); sarà 
dunque ( 3o*'> 7 ) r ’=-e- 3<.*> 7 X -+- 3a*ò 7 X-+- 3«*ó 7 X -*• 

3 a*:S X-h 3a* > 7 . 0ra« 3 X t a X < »X^X« a =^"*' Ì+ 

= «*- 3 = a *°, A ZA ZA /A// 7 -ò7+ 7+ 7+7+7 = /A 5 =// 35 


( n.® 5b ) , e 3. 3. t. 3. 3= 243, Dunque avremo (3.*) 7 )- 5 
= aq.3 « ,0 Z< 35 . La stessa dimostrazione è chiaro , che 
si applica egualmente a tutti gli altri casi: la regola 
poi dei segni ora stabilita si deduce facilmente dal 
( n.° 170). 

174. Scoi. 4- s Se data sìa una semplice quantità 
numerica da elevarsi a potenza , basta effettuar la 
moltiplicazione dt questa per se medesima le volte 
indicate dall" esponente della potenza meno una ; 
così la potestà 3.“ di 34 si otterrà dicendo 
34.34.34= 3 y 3 o 4 . 

il. Se venga proposta una frazione , non avre- 


mo che ad innalzare alla domandata potenza il nu- 
meratore , ed il denominatore giusta le regole del 

(n.'-jirec.). Per tal modo avremo = P 0 *' 
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. . a5 5fl? Sa3 

che I6P 4i» X 4& 1 ' 

III. Una quantità , come a 6 , potrà considerarsi 
egualmente come la 6.* potenza di a, o di — a, la 
potenza terza di a* , la a. 4 di a 3 , o di — a 3 , la i. 4 
di ù 6 ; poiché in ciaschedun caso ne vien sempre il 
medesimo risultato a 6 . 

175. Scol. 5.° I. Se 1 ’ esponente m (n.° 173) 
della potenza , a cui vuole elevarsi la data quan- 
tità , sia negativo, chiamata A questa quantità avre- 


mo il risultato A“ m : ora A''"*— ~ ( II* n.° 68 ) . 

Dunque per elevare una quantità data a potestà ne- 
gativa non avremo che a dividere la unità per la 
potestà medesima presa positivamente . Perciò se 


£=2 a?, e vogliasi m ;=4 , sarà A-** = ( 2a 3 ) r ~ 4 =z — j 

.3 />» , x » /V\— 2 

e se A = — , ed m ~ 2 
4 ? 


sara 


■=(!)- = 


<>/'4 — 

76 / SU » 4 ' 

II. Che se mrro; poiché A*=i (I, n.*68),ne 
viene che elevando una quantità qualsivoglia alla 

potenza zero , essa diverrà sempre F unità ; però 
/ 3 m*\° r 4 

/ = 1 » ^ ah )° = 1 • 

176. Cor. I. Quindi ridur potremo a forma d’ in- 
tero una data frazione, senza turbare il suo valore; 

data per esempio la frazione , poiché questa è 

Ca * ^ 


uguale a 5 a'b X (H. »•* 77Ì , e pel ( I. /».« prec . ) * 

nella supposizione di m = — j , abbiamo (cd a )~‘ I — 
c*"' dr 1 =: t ne verrà sostituendo — 
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*a % b~ l dT * , e però — 5 a % biT 1 d~*, quantità, 

come vedesi , ridotta a forma d’ intiero . In egual 
modo operar potremo per le altre frazioni elevando 
il denominatore alla potenza — i . 

II» Poiché la somma degli esponenti delle inco- 
gnite contenute in un dato termine di forma inte- 
ra costituisce le dimensioni del termine istcsso 


(rc.°i62), e poiché pel (prec. I) abbiamo per esem- 
pi n d 

pio il termine nc seg „ e 


che le dimensioni di questo termine verranno deter- 
minate dalla somma (m-t-nH-p) — (q^-r) ; ma 
è la somma degli esponenti delle incognite nel nu- 
meratore del dato rotto , y-+*r è la somma degli es- 

I mnenti delle incognite nel denominatore. Dunque 
e dimensioni di un termine fratto si determineran- 


no sottraendo dalla prima di queste somme la se- 
conda . 


177. Probi. 27.* Estrarre la radice da un mono- 


mio proposto . 

Sol. Avendosi nel dato monomio a considerar» 
il segno, il coefficiente , e le lettere ; primieramen- 
te in quanto al segno osservo , che se questo è ne- 
gativo , e 1* esponente della radice è pari , inallora 
essendo tal radice assurda ( III. n.° 172 ) , ne sarà 
impossibile la estrazione; se essendo pari il grado 
della radice, sia positivo il monomio, dovremo al- 
la radice estratta anteporre il doppio segno dt 
( II. n.° 172): ohe se finalmente l’esponente della 
radice sia dispari, pel (I. n.° 172) dovremo al va- 
lore della radice anteporre il segno medesimo, ùi 
cui è affetto il dato monomio . 


Riguardo in secondo luogo al coefficiente ve- 
dremo in seguito come debba operarsi , e lo vedre- 
mo laddove si esporrà il modo di estrarre le radici 
dalle quantità numeriche . 
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Finalmente rapporto alle lettere , essendo l’estra- 
zione della radice adatto opposta all’ innalzaineuto 
a potenza ( I. n.° iòq) ; se questa seconda operazio- 
ne si fa moltiplicando per l’ indice della potenza 
pii esponenti delle lettere (n.° i jr 3 ) la prima si ef- 
fettuerà con 1’ operazione opposta alla moltiplicazio- 
ne , cioè con la divisione : divideremo perciò gli 
esponenti delle lettere per 1’ indice della radice . 

Volendosi quindi la radice 3 / di a 6 , sarà 
6 

/ o b — u ì — a *. La radice 4 * di — a 8 , ossia il va- 
lore di iX— « 8 sarà impossibile . Il valore di 

io 5 

32 p tx> q b sarà =— 5 q 5 = — ap* q . Il valore 

6 i 4 

di \/ Ó4^ 6 b • c 4 sarà = :fc8a*A*c*=::fc Sa . 3 bt* . 

178. Scol. 6° Nelle Frazioni, poiché si alza- 
no esse a potestà coll’ elevare a potenza separata- 
mente il loro numeratore, e il denominatore ( II. n.° 
174): così nell’ estrazione delle radici da queste è 
chiaro che dovremo estrar separatamene la radice 
dal numeratore, e dal denominatore: perciò avremo 


“ r " a _ ' J ~ g ‘~‘ 3 3 /;* I /100 m * 

y' “bc3- ~ic ’ 6 v' 8j n* 


TCTO 

d= “ 

9/1-* 


a c 


IL Vogliasi la radice 5 / di a 3 : pel ( n.° prec. ) 


otterremo 


V — 

1/ u 3 = a 5 , ri 


risultato in cui — « on 
5 


può ricevere ulteriore riduzione . Possono adunque 
esistere dei termini , quale è appunto il preceden- 

3 

te a 4 , in coi si hanno nel luogo degli esponenti 
dei numeri rotti. Anche a simili quantità per ragion 
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di analogia si dà il nome di potenza, ma di poten- 
za con esponente fratto . 

179. Scoi. 7. 0 I. Se due quantità sono fra loro 
uguali, è facile il dedurre dal (II. n.° 40 ), che sa- o 
ranno anche uguali fra loro tutte le loro potenze 
corrispondenti; quindi se m—n } sarà ancora 
m 5 =n 5 , ec. 

II. Da ciò è facile il vedersi che essendo uguali 
fra loro due quantità, saranno anche fra loro ugua- 
li le radici corrispondenti; perciò se an- 

che m~n. 

180. Esempio 33.° Trovare una media propor- 
zionale tra i due numeri 3, 75 . 

Sol. Chiamata x questa media, sarà 3 :x: :x: 75, 
e però x*=:i . 75 =22.5 (II. n.° 1 33 ) , e quindi \/ x % =3 
j/ 22.5 , ( II. n.° prec. ) . Ora \/x * = 3 tx (n.° 177 ), e 
l/aaj = ±i 5 , perchè i 5 ’. 1 5 = 220. Dunque sarà 
=t i zx±: 1 5 ; ma ±:i=±iXr , onde risulta ±iXt=± 1 5 ; 

dunque dividendo per =fc r , avremo x = ~ -- . Ora 

e il i5, e Io 1 sono affetti del doppio segno ±, 
cioè e al j 5. e allo 1 posso premettere indifferen- 
temente , e il segno-*-, e il segno — ; ciò eseguendo 
adunque ossia facendo fra gl’ indicati segui le com- 
Linazioni tutte, ne verranno i risultati 

a: = ±_l£ = i5, 07= “li— 1 5 , x = ±-lì = — i5, 
4-1 — 1 — 1 

x — 5~ l5 = — i 5 , de’ quali il primo, c il secondo 

~t~ 1 

sono uguali fra loro, e sono ugnali fra loro il ter- 
zo, e il quarto. Dunque potendo essere or = -*-i5, 
ed 07 = — i5, ossia avendosi .r = ±:i5, ne segue, che 
dalla soluzione dell’ Equazione x % — aa5 , risulteran- 
no due valori della incognita cioè i valori -t-i5, — 15; 
e però esisteranno due medie proporzionali tra i due 
numeri 3; 78 ; sarà cioè 3 : la :: i5 : 70, 3 : — 1 a:: — 15 : 75 . 
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181. Scol. 8.® Come sciolta abbiamo l’Equazio- 
ne di secondo grado x*=22Ó, potremo egualmente 
sciogliere una qualunque altra della forma az % — b; 

imperciocché divisa questa per a , avremo x* = — » 

ed estratta la radice seconda , e fatto lo stesso di- 

b 

scorso del { n .* prec. ) , otterremo x = =fc \/ " ; se 


, / 1 6q 1 3 _ 

$=169,0 = 81, Sara x = =5= J/ -gy- = rt . Dun- 
que in queste Equazioni del a.® grado potrà x ave- 
re due valori uno positivo, e l’altro negativo. I 
problemi per conseguenza , che conducono a simili 
Equazioni, riceveranno due soluzioni, come abbiam 
veduto accadere nell’ esempio del (n.° prcc.) . 

182. Escm. 34.® Ritruovare un numero, il cui 
quadrato moltiplicato per —4 sia = a 5 . 

Essendo x il numero domandato , ne verrà 

— 42,* = a5, e però x # = — • Ora sciogliendo T E- 
quazione abbiamo x — ztz y / — -7*} dunque essen- 

| e 

do il valore di p/ — immaginario ( III. n.° 172 ) ; 

i valori di x saranno assurdi , e quindi impossibile 
la soluzione del proposto Problema. Così 

In qualunque altra quistione; se essa conduca 
ad un’ Equazione della forma x*=-— A, risultando i 
valori di x —±\/ — A assurdi, ne sarà sempre im- 
possibile la soluzione , essendo perciò assurda la do- 
manda . 

1 83 . Scol. 9.® Vogliasi estrarre la radice 2.* 

dalla quantità ab , ove a, $ siano numeri interi, 
e positivi ; dovendosi a tal fine dividere gli espo- 
nenti per 2 ( 177); tralasciato per comodo il 
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i ^ 

doppio segno dt , sarà /ab = y/a l b l t= a 2 ò 2 . Or» 
lo 1 non può attualmente dividersi per a; che va- 

lore adunque significherà l’espressione a b z ? Non 
può questa certamente rappresentare un rotto qual- 

sivoglia,- poiché supposto, se è possibile, a 2 b l = -£ > 


essendo una frazione ridotta ai minimi termini j 
e q > i , ne verrebbe quadrando ab — - p - (n.° 1 73); 


ma avendosi il numerò p primo con q , ancora p 9 è 
primo con q % ( n.° 1 85 ), onde p* non può essere di- 
visibile esattamente per q % . Dunque un intero, cioè 
ab uguaglierebbe un numero necessariamente rotto, 

cioè JÙ 5 il che è impossibile . Questa espressione 

t T 

a ? Ir non pnò neppure in generale uguagliare un 
intero; imperciocché chiamato x un intero qualun- 
que, ed ar-w il prossimo susseguente, essendo re* il 

quadrato del secondo; se siaaò> x % , ed aò<x*-+-ax-f-i, 
1 Ai 

dovrà evidentemente la radice 2/ di ab=a b* essere 
maggiore della radice di x* — x, e minore della ra- 
dice di a:*+ 2J-f 1 — r + 1 • Ora tra r, ed x-+-i 
non può esistere alcun numero intero ; dunque nel- 
la presente ipotesi non potrà essere intero nemme- 
i x , 

no il valore di a 2 i» 2 , essendo esso compreso tra x, 

ed x -+- 1 . 

Sia a cagion d’ esempio a =s 3 , b= 6 , e però 


ab~ 3 . 6= 18 ; avremo [/m=z | 3 2 . Supposto 18 


s= — - , ne verrà 

1 


18 = 



e quindi se potesse 


iG 
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uguagliare un fratto JL , ne Terrebbe l’ assurdo, che 

q 

V intero 18 sarebbe = alla frazione ^ . Conside- 
rando poi il secondo caso, sia ar=4* onde ar-f- 1 =5, 
ar* — 16, {x ■+■ x )» =s 2 5 ; il supposto numero 18 è 
compreso tra il 16, e il a 5 ; dunque la sua radice 
2. sara compresa tra le radici seconde del 16, e del 
, cioè ^tra il 4 , e il 5 . Dunque il valore di 

*8 non potrà essere un numero intero; poi- 
che, tra il 4» e il 5 non esiste alcun numero in- 
tero . 

184. Scoi. io. 6 Se il valore di p / ab non può es- 
sere nè intero ne frat to ( n . prcc. ) , sarà esso adunque , 
come il valore di \/-~* (III.»/* i ?2 ) immaginario" 
, Y _. imponibile? Non già: difatti se in (XXVII) la retta AP 
(AA VII) sia _ a , la PB — b , descritto sopra AB il se- 
micircolo AMB , ed innalzata da P la perpendico- 
lare PM sarà per la natura del Circolo AP : PM :: 

r PM :PB, ossia a : PM : : PM : b , e però avendosi 

\ PAI a zzab » sarà VìA = \/ab (n. 181). Ora di qua- 
o_J lunque lunghezza siano le AP = a, PB = A, può 
r li sempre farsi il precedente discorso; dunque esisterà 
sempre una quantità PM~j /ab, e per conseguenza 
qualunque siano le quantità positive a ,b , non sa- 
rà mai assurdo il valore di \/ ab ; questo anzi non 
esprimerà che la media proporzionale tra a , e b . 
Così \/ 18 rappresenterà la media proporzionale fra 
3, e 6 . 

i 85 . Cor. È facile a vedersi, che il valore di 

yab = a b , e di (/T§ =s 18 2 non potendo esse- 
re espresso nè da nn intero , nè da una trazione , 
non potrà esprimersi neppure da un aggregato finito 
di termini intieri , o di rotti ; poiché effettuando la 
somma di questi termini sempre potremo ridurre il 
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supposto aggregato a»l un termine solo intero, o frat- 
to . Non potendo , noi dunque esprimere nè per in- 
teri , nè per rotti il richiesto valore , quantunque sia 
desso reale , giammai noi potremo ottenere esatta- 
mente per mezzo di numeri , interi sieno essi , o 
fratti . 

186. Scol. II.® Ciocche abbiamo ne’ (prec.in. 1 ) 

i i 

dimostrato del valore di j /ab — a i b % , si dice egual- 
mente di qualunque altro radicale , allorché gli espo- 
nenti del Monomio dato non sono divisibili esatta- 
mente per l’ indice della radice . Per tal modo non 
potremo esprimere in numeri finiti i valori di 
1 JL « 3 4 

]// al*— a, 3 b * , di p^a 3 ^ = 7 5 a 5 b 4 , ec., ben- 
ché essi pure siano reali . 

187. De/. 4/. A questi radicali, il cui valore 
non è esprimibile attualmente per alcun numero, o 
intero, o fratto, il nome si dà di quantità sorde , 
irrazionali , incommensurabili ; e difatti non poten- 
dosi queste esprimere per numeri interi , o rotti , 
non potremo truovare alcuna parte aliquota (n.°6), 
che li misuri, o ne determini attualmente la ragio- 
ne . Cli altri numeri poi , de’ quali sia sempre deter- 
minabile attualmente una parte aliquota intera , o 
fratta, diconsi, al contrario dei precedenti, raziona- 
li , o commensurabili . 

188. Scol. 12. 0 . Riescendo sovente più comodo 
P indicare tali quantità col segno radicale, che con 
gli esponenti fratti ; come più semplice egli è 1» 

_L JL JL _L 

scrivere ^ga 3 o 5 c, ebe non 9 7 « 7 ù 7 c 7 , soglio- 
no quindi i Matematici ritenere nel calcolo questi 
radicali, e rendesi quindi necessario, il sapere co- 
me si debbano essi calcolare . 

189. Probi. a8. # . Ridurre più radicali allo stes- 
so esponente . 
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m g n h 

So ! . Siano \/ A , y'B i dati radicali: giacché 
s . A 

mg — n A — 

(/'A -A ra ; — ( n.° 177), e ridotte le fra- 

zioni aL j — allo stesso denominatore , abbiamo 
m n „ 

ff gn h 

.£> gn h hm , — . * 

— — — - , e pero A m A 

771 Tl -*■ 


mn 


m 


mn 


n 


>B n = 


Am 


mg JZ 1 „ A? £2 

Bm "> 8àrà t/A = A m ", \/B = B 7 ”' 1 ; ma A™* = 
Am 

? .& 1 ~ Am 

l' A m ’ ® =l/ B , dunque avremo i due radi- 

cali [/A , i/Q uguali corrispondentemente ai due 

mn gn mn hm 

V'^ , jX B , i quali hanno , come ridi lede vasi 
«opra del vincolo lo stesso esponente mn Se i ra- 

l*. » m g n h p i q k 

dicali fossero stati [/ A , j/ B , (/ C , j/ D , ec. ; 


avendosi — = £2££ 

ni mnpq 

le kmnp 


hmpq 
mnpq 


i . . a ^ 

? p pnmq . * * 

nm/ip ... 

# qmnp . . * * ec. , con un discorso perfettamente 
uguale al precedente , vedremo risultarci 1/ A =a 

mnpq. . . gnpq... n h mnpq... hmpq... p i 
j/ A ' B ,p/C = 

mnpq... imnq... q k mnpq... kmnp... 

p r C j 1/ Dt D , co. Dunque 

•i otterrà la riduzione domandata , moltiplicando in 
ciascun radicale 1’ esponente di ciascheduna quan- 
tità per gl’ indici di tutti gli altri radicali , e so- 
pra. il vincolo ponendo il prodotto di tutti gl’ in- 
dici de’ radicali medesimi . 
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Se voglionsi perciò ridurre allo stesso indice I 

5 ^ : 3 

radicali j /5 ab' , y Jt * a ° 5 > \/^ » seguendo la rego- 

5 Co 

gola ora stabiliti, si otterrà j / bab* — y^ò 1 * a l *ò 36 , 

4 6 o 3 6 o 

y Ja a c 5 = i/J'y ^ 5 , |/A a = l /b* . 

iqo. iS'co/. i 3 .° I. Poiché la riduzione dei radi- 
cali ad uno stesso indice dipende dalla riduzione 
dei rotti ad uno stesso denominatore , ne segue che 
se gl’ indici dei radicali proposti hanno un comuu 
divisore > i , potremo come nel (I. n»*g5) sempli- 
ficare i risultati , servendoci nelle moltiplicazioni dei 
quozienti , che si ottengono dal dividere gl’ indici 
per la supposta comune misura. Cosi ridurrò i due 
mp np 

radicali \/ A* 5 p/ ad indice comune nei due 

tnnp mnp 

j/ A 67 *, y/ B hm ’ 

II. Data una quantità razionale , per esempio 

mi 

la C, poiché si ha i — —, e però G = C m = 

m * 

m 

\/ G mi » (n.° 177) ; potremo ridurre questa a for- 
ma di radicale di un dato grado m , moltiplicando 
per m il suo esponente i, e ponendo lo stesso m 
sopra del vincolo . 

III. L’ operazione sopra indicata potrà servirci 
a determinare quale di due radicali .sia il maggio- 

m g n h 

re. Se j/A , y'B siano per esempio i radicali pro- 
posti , li riduco allo stesso indice , e se nei risultati 
« 7 nn 

/ — — / — -, — ■ gn hm 

|/ A £n > J/ B >/n reggo essere A >B , dirò 
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*9» 


B h 


sara 


ma 


•ridentemente , che ancora y/ A& > y/' 

191. Probi. 29. 0 Moltiplicare e dividere fra lo- 
ro le quantità radicali . 

m / S m / h 

Sol. I.SiaJ/ A da moltiplicarsi per [/ fi . 

m / g m / 1. A 

avendosi y A & = Am y £ A = B m } 

{Y . s , , y a x A x JL 

r A X K B — A 7?J X B rn — A « £m . 

m y 

A" 1 B 771 = ( n° 177 ) : dunque otterre- 

1510 ^ ^ X k B =; \/ A B . Pertanto ' mol- 
tiplicheremo insieme due o più radicali aven- 
ti lo stesso indice m , moltiplicando tra loro 
le quantità poste sotto il seguo , e al prodotto 

premettendo il supposto vincolo comune . 

II. Che se vogliasi dividere J/ a P er \Y £ * 

(7/ _* 
|7 b “ 

m / w 

\/ 5 

il che si deduce anoora dal (n.° 178). 

III. Finalmente se i radicali proposti sono 
fra loro diversi, li ridurrò prima pel ( n.° 189 ) 
allo stesso esponente, e poi li moltiplicherò , o 
dividerò nel modo accennato . Per tal guisa so 


ritroveremo , come precedentemente , 


1 
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vogliansi moltiplicare fra loro le quantità zscy t 

i5 

j/^ 4> * ; ridotte queste alle espressioni \/ 2 Pgpy* 
jó ió i5 3 

— l/ 3 zx 5 j 5 , \/ 4 3 y 6= \/ 64?' 6 j sarà *xy 

5 i5 i5 i5 

x|/ 3 «[yx|/ 1 64y 6 = 2 o48x 5 j** ; 

e in egual modo ritroveremo 8t . _ 6 ✓ 5iar» 


6 /;»8 
— Jx aS X ’ 

192. «Sco/. 14.* I. Sia da moltiplicarsi la 

, y g h \ 

quantità y AB per 1* altra A , potremo scrive- 
re A y /' A V ; ma essendo A =r \/ A”* ( II. 

i n / g h n / 

v.* 190), ne viene A [/ A B = K A X 

n / g h n / g+ni h 

y A B — y A B , Dunque se venga da. 

y g h 

ta una quantità, come la precedente ffy ^ 
potremo in questa trasportare sotto del vincolo 
radicale la quantità A , che è fuori , moltiplicando 
per r indice n il suo esponente/, e il risultato A ni 
unendolo colla moltiplicazione alle quantità esi- 
stenti sotto del vincolo : Ciocche dicesi liberare un 
dato radicale dal suo coefficiente . Così dato il radi- 

4 / 4 / 

cale zmy 5 /rc*/i 3 sarà questo eguale J/ 8o/« 6 /i 3 . 
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» / 6+ni h i n , g h 
II. Viceversa avendosi y A B = A J/ A B, 
apparisce che quando 1 * esponente di una o più 
lettere esistenti sotto del segno , può dividersi 
per 1 ’ indice del radicale , simili lettere possono 
sempre o in tutto , o in parte cavarsi fuori dal 

vincolo . Per tal modo nel radicale y/ 7 a li b*'J 
rapporto alla lettera a essendo 1É. = 3 $ c rap- 


porto alla b essendo -g- — * esso si ridur- 

rà all’ espressione a s b* £*c s . 

III. L’ operazione ora accennata potrà far co- 
noscere se due radicali dati siano , o nò, termi- - t 
ni fra loro simili ( n. 9 36 ) , Siano per esempio i 

due radicali 4 \/ a 7 b l0 c », a a b j/ ab 7 c a . Ridu- 


eendosi questi pel (prec. II) agli altri 4 a a 3 3 o-bc * 

«*3 3 abc * , saranno evidentemente termini si- 
mili fra di loro . 

IV. Dati più radicali da sommarsi, o sot- 
trarsi fra loro , le operazioni pratiche non sono 
diverso dalle stabilite nei ( n. 33 , 34 ) . Volen- 
dosi però semplificare i risultati con la riduzio- 
ne, siccome nel ( II. n* 37 ) , dei termini simili 
ad un termine solo ; converrà prima pel (prec.WÌ ) 
sopra i radicali dati eseguire 1* operazione del 
( prec. II ) . Così mentre si vogliono sommare , e 
ridurre insieme i termini simili delle due quantità 

5j/aò 3 — 9 \y a s c 4 ■+■ a \Sbc* ■+■ u?b b , 


] 5 V 
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1 *>bi/ab-*- ' i ac$'a-ya ì bc % ->-a\ya ì b, le ridnoo pri- 
ma pel (prec. li) alle Sh ]/ab — oac^ a atf/ bc % -t* 
b yc?b , 1 5 b | /t&+ìiic$ / a—a^bc % +a$ / a i b , e quin, 
di sommando si otterrà il risultato *ob\/ab — zacX 
^/a^a+b^otb . 

i 9 3. Scoi. i5.° . In conseguenza della proprietà 
delle frazioni , che si è esposta nel ( III. n* 77 ) pò* 
tremo alcuno volte togliere i radicali dal denomi- 
natore , o dal numeratore di uu rotto , che no con- 
tenga . Difatti 

m 

I. Se venga dato il rotto , © voglia toglier* 

t/B 

ti il radicale del denominatore, moltiplico sopra e 

m m n 

” - , . . u > \/\ Ax l/B* * 

•otto per p/B” *, e ci risulterà £- — — ■ - 

l/B p/B" 

mn n m(n — 1) 

— . kf, A — ( n.° 189) • Se avesse voluto to- 

B 

gliersi il radicale dal numeratore , avrei moltiplica* 

m ntr— 1 

to sopra e sotto per p/A , e sarebbe in egual 
m 

modo risultato — — = — ; ; — r~ » Sia per e- 

n mn n(m — 1) >n * 

l/B j/A B 

gempio m—i , n~i, avendosi quindi ni—1—1, m— ' — 1 , 
converrà nel primo caso moltiplicare per j/B, e 
bel secondo moltiplicare per jJ^A* , onde si avrà 

tAlA = 1 ^ A *.^ l — ■ Se la frazione data sia la 

p/B li 1>A 4 B 3 . 

Algebra t3 


Digitized by Google 



*9* 


Parte II. Capo I. 


B 


l /B 


m m 


m nv — I 


Avendosi B = (/B (II. n.° 1 9 c)=j/ B X(/ B , 


771 772—1 771 


(«.° 191) ne verrà — ” — — (/B 


B 


m m — r 


O 


(/li 


(/B 


H. Sia ^ ^ a - un rotto dato, in cui si vo- 
gliano togliere i radicali dal denominatore. Molti- 
plico perciò sopra e sotto per hy' A— £j/B, e verrà 

G _G(./r V 'A— JVU) ... „ , ( 

iyA-t-«yt} “ A*À— yfc*Ji ( n - 61 ) *' 

III. Supponghiamo che sIa ] a 

frazione proposta. Faccio h\/ A+k/ B=\l , e ridot- 

ta cosi essa alla t moltiplico per M— gj/C 

GfTVT— et/C) 

avremo ,iq > ma dalla moltiplicazione della 

W/F=M per se medesima ottienesi.//*A-t-A*B-+- 
a/i;. |/ AB=M* . Dunque posto A*A-4-A ? B — =N, il 

rotto dato si ridurrà all’altro w^r-rr-T^ì > e mol- 

IN -J-a hkJt\& ' 

tiplicanJo per N — * 2 hk (/ AB , all’ altro 

Cf M— g V /C)(N— a/lJty \ B > 

A*— qkk'AU 


, e posti invece delle M , N 


i suoi valori , al rotto 

G{YA4tyE— g*C-a»*VAB) , „ , v 

il quale non ha più alcun radicale nel denominato- 

re . Sia per esempio ■ il rotto dato ; 

1 1 3^7-Va— V» ’ 

paragonandolo col precedente generale, poicliò ab- 
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biamo G=>, /i=i, A=:, A == — 1 , B= 5 , g=— 1, C=>, si 
toglieranno dal suo denominatore i radicali , riducen^ 


. 5(3^7— V 5-fa\/dH9.7 -f- ' .5— 4 .^ 4 - *.3. 1 V7.r>) 

do all altro (9.74-1. 5-4.*, *— ,,4.9.1. 7 .3) 

5(3V-7 — \/54-avM(6o-+-W35 ) _ 

a 340 

IV Sia 75^ TP — ^ frazione prono- - 

1V ‘ 0 3 *VM-*V b -+-<V l " m V d 

sta. Per renderne razionale il denominatore , mol- 
tiplico questo, ed il numeratore per (/ii/A-t-Z^/B) 
— /D) , e risultandoci 

~ .■.n.i.l.n, I. tre 

4»A4-it*J3— g 2 G— i*U4-i/<V AB “" a ^V CD 

parti A»A-+-A*B— «®C— i a D, dii)/ AB, — a^/j/CD, die 
formano il denominatore di questo rotto siccome le 
tre /q/A , /,(/B , ^j/G formanti il denominatore 
supposto nel (prec. Ili), e quindi col rinnovare la 
operazioni ivi accennate , otterremo la domandata 
razionalità del divisore nella frazione ora proposta. 

V- Abbiasi la frazione ^+^( 114 . ^(C+iyD)) . 

Pongo B-*-? [/(C i|/Y>) = M , e moltiplico sopra, 
e sotto per h[/k — l]/M‘, essa frazione diverrà 

CtVA-VM, < j , .y < ~ 1V , M) v|, ; . Faccio /.-A - 

/»*A— A*a— **«— sk'y «VB) 

A*3=N, C-s-Zp/DirP , e moltiplico, come prece- 
dentemente, per •j/'P ; cangiatasi perciò la fra- 

2i „„e oda = 

Po " 5 ° <’■' * n ì* 

— “*« 4 C=Q , e moltiplicato al solito per Q-t- o *,i 4 p/D , 
otterremo per ultimo risultato 
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G ( h VA — le V M ) ( N + p k 1 V P ) ( Q g* k 4 i v^D ) 
", y*_. é 4A8i»D 


GWA-^M)(N+ g iVP)(Q+f4^V D ) e • 

frazione 


mancan- 


te di radicali nel denominatore, ed uguale alla da-J 
ta . Replicando questo stesso metodo, quanto è ne- 
cessario , è facile a vedersi , che potremo rendere 
sempre commensurabile il denominatore della fra- 
zione data , qualunque siasi il numero dei successi- 
vi radicali , che nel modo ora supposto unisconsi a 
formare la (pentita Aq/'cc. Lo stesso non può dirsi 
delle frazioni considerate nei (prec. II, III, IV), 
poiché se in esse il numero dei radicali contenuti 
nel denominatore supera il 4 , il metodo non ha 
più luogo. In tutti i casi però i coefficienti h,k,g,i 
ponno essere tanto positivi che negativi . 

G 

VI. Sia — : — la frazione proposta : 

j/ (A±j/(À*-f-E' n j) 


moltiplico il suo numeratore, e il suo denominato- 
re per 3= V' ( ■+* B m j ) , e ci risulterà 


C|7 (à^(A»- > -B"» ) ) / 0 iftfW Gl/- (a=pi/(A*+B")) 

m v l - 1 9 1 ) — g 

j/(A»-A»-kL ot ) 15 


VII. 

G 

vi m 

y/' A-*-| /b 


Vogliansi togliere i radicali dalla frazione 
. Moltiplico sopra , e sotto per 


m m 1 w rn — a m. m—5 .m m — 4 

K a - l/A B-t-j/A B 4 -|/A B 3 ec. 

m m—i m m — 1 

hF j/AB ±[/B , prendendo il segno superio- 


Digitized by Google 


i 97 


Delle Potenze e delle Radici. 


m m—i 

re quando p/B occupa un luogo dispari, e l’in- 
feriore quando ne occupa un pari ; e dalla molti- 
plicazione attuale di questo polinomio pel denomi- 
ni m 

natore p/A-4-p/B , risultando A — B ne verrà 

m m — I m m — a rrt m — r 

o G(i/ A — p/A B-+-ec.±p/B ) . 

m ~ A — B 


j/A-*-|/B 

Se il rotto proposto fosse stato 


G 


, avrei nel 


in m 

p/ A—p/B 

polinomio presi tutti i termini positivi , e sarebbe- 
mi risultato 

. m m — i m ni— a m m — r 

G G(i/ A i/A B-4-ec.M-|/B ) 

m » A^B * 

\/ A— j/B ^ 

Che se finalmente ~ f os9e jj ro tto dato , Io 

p/ a±p/ó 

ridurrei all’ altro 


pq q pq p 
y a ^[/b 


, e posto pqr^nt, a =Aj, 


l = B , opererei come precedentemente . 

194. Probi. 3 o.® Elevare a potenza un qualun- 
que radicale monomio, ed estrarre da un qualun- 
que radicale monomio la radice . 

Sol . I. Vogliasi elevare alla potestà p un qual- 

m g h 

sivoglia radicale per esempio p/A B . Suppongo 

* TB g h 

p/A B = z , ed elevo questa Equazione alla po- 
rti £ A m 

tenza m , ne verrà z = A B : innalzo tanto z , co- 


Digitized by Google 



Parte II. Caro I. 


igS 

g h 

me A B alla potenza p, ed ottenuta cosi l’Equa- 
™P Bp h P 

zione z r= A B , ne estraggo la radice mesima , 

p mm.rn.gp hp 

e ci verrà z—A B :='p/ A B ( n.° 177). Ora 

p m g h p m g h p m gp hp 

ergendo z = (|/ A B ), riinlta ( p/ A B ) = p/ A B . 
Dunque onde innalzare ai! una quaisi voglia poten- 
za pesima un proposto radicale monomio , non si 
avrà , che a moltiplicare per p gli esponenti del- 
le quantità post» sotto dei vincolo . Sarà quindi 
jjV^cV = p‘ / a‘*i 8 c'8. 

m g h 

II. Dallo stesso radicale p/ A B vogliasi estrar- 

m g h 

re la radice qesima . Ritenuto |/A B = z , poiché 
m g h 

si ha z = A B coll’ estrarre la radice mqesinia , ot- 

m 1 (r h 

mq q q Tiùq rnq mq g h 

terremo z = z = p/z = A B = p/(A ^ , e 

q m g h mq g h 

per conseguenza p/(p/A B ) =:p/A B . Dunque si 
avrà la radice qesima di un dato radicale monomio, 
moltiplicando per q P indice posto sopra del vinco- 
4 5 ao 

lo . Avremo perciò p/ - ( y/a^b*^) = p/ a 3 l % c 7 . 

195. Cor. I. Se si voglia elevare alla potenza 
m m m m m 

mesima una quantità p/A, venendone (p/A) == p/ A 
= A , ne segue, che basterà togliere il vincolo ra- 
dicale . 

m n n m 

II. Poiché tanto p/(p/A), come p/ (|/A) uguaglia- 
mn - • m n 

no p/A (II. 77, prec. ) , ne segue , che sarà p/ p/ A 
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n m 6 3 3 

— \/ l/A; e però avremo 1 / ab— y y ab-zzyy ab . 

mnp m np 

III. Avremo ancora y A = y ( y A ) = 

71 mp p mn np n P 

l/ (\/A)= l/ ( l/A ) ; ma \/ A =j/ (|/A) = 

p n mp m p p m mn 

|/(l/A),i/A = p/(p/A) = j/(i/A) ; y A 

m n n m 

— y ((/A) = 1/ (j/A). Dunque sostituendo ne 


mnp 


mnp m p n 

verrà j/ A = j/ (j/ (p/A) ) = 1/ ( V {[/ A) = 


n m p n p m p m n 

\/ (]/ (l/A))=iX(i/(i/A)) = i/ {[/ (l/A)) = 


p n m 

y ( y (y A) ) ; d’ onde apparisce , che, quando I’ in- 
dice di un radicale è composto, può sempre ridursi 
ad un radicale di radicale avente tanti vincoli quan- 
to è il numero dei fattori dell’ indice, e che gl’in- 
dici dei radicali nuovi possono fra loro permutarsi 
a piacimento . 

196. Tcor. Nella moltiplicazione di due radica- 
li, qualunque di essi facciasi moltiplicatore, il pro- 
dotto è sempre il medesimo . 

mg n h 

Dira. I. Sia da moltiplicarsi y A per y B , in 
S * . . 

cui A , B siano quantità razionali (rr. 0 187) ne verrà 
'mg n h mn gn hm 

j/A xyB =yA B ( «.• 191 ) ; ma abbiamo ancora 

n h mg mn hm gn 

j/B X[/A = ^/ B A, e frattanto pei ( n. 1 48» 101 ) 
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gn hm firn gn 

A B =B A } cAmn—nm. Dunque sarà eziandio 
m g n h n h m g 
\/ A X l/B = |/B Xj/ A . 

m p g n q h 

II. Siano |/«j/ / A , j /byR i due fattori, e 
8 A 

siano le quantità a, b. A, B tutte commensurabili; ne 

m p g n q h mn/nmpgnq hm\ 

verrà [/a[/A X \/b[/b = i/\a b j/'A Xl/ B / ~ 

mn / n m pq gnq hmp\ 

l / \a b {/ A B /( 77.* .87, 191,194), ed avremo 


n q h m p g nrn / m n qp hmp gnq\ 

X/fl/A =/\4 « l/B A /; ma pei 


gnq hmp hmp gnq 

citati (7?.* 48, 1 ex ) si ha A B =B A , 

n m m n 

ab —la, mn—nm , pq—qp. Dunque ancora in que- 

m p g n q h n q h 
sto secondo caso sarà \/a\/ A X[/^y B =q/ 7 j/B 

m p g 

Xt/<q/A . 


m p r g 

III. Se x radicali dati fossero j/ ay'cy/k , 

n q s h ^ g h 

, ne’ quali le quantità a, b, c,d , A ,B 
siano tutte razionali; troveremo con lo stesso pre- 
cedente discorso verificarsi il posto Teorema, ri- 
sultandoci dalla moltiplicazione del primo col so- 
tti / ti tti pq nq mp rs gnqs hmpr\ 

condo la quantità \/\a b | /" c d \/ A B /, 
e dalla moltiplicazione del secondo col primo 1* al— 
71771 / m n qp 1 mp nq sr hmpr gnqs 
tra |/ \b a {/ d c j/B A , quantità pei 
(”•* 48, 101 ) uguali fra loro . 

Ora qualunque siansi i radicali , che consi- 
deriamo presentemente» è chiaro» che k le quanti- 
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tn , le quali in essi contengonsi sotto tutti i suo? 
diversi vincoli , deggiono siccome le precedenti 
e h 

a, b , c , d , A , B, ec. essere sempre commen- 
surabili . Dunque nella moltiplicazione dei radi- 
cali supposti , riducendosi sempre pel ( n. 191 ) 
allo stesso esponente i vincoli corrispondenti , e 
quindi moltiplicandosi sempre fra loro le accen- 
nate quantità razionali, che ne sono comprese , ne 
segue, che sopra i prodotti, che ne vengono ,, avrà 
sempre luogo quanto si è detto nei (prtcA I, II, III ) , 
e però che è sempre vera la esposta Proposizione . 

197. Scol. 1(1 .• I. Potrebbero i radicali proposti a 
calcolarsi essere immaginarli (III. n. 172). Ora do- 
vremo noi in tal caso tenerne conto ? certamente 
che sì; imperciocché quantunque il loro valore sia 
impossibile, pure dalla combinazione loro potendo 
risultare dei valori reali non si possono trascurare. 
Nel calcolo però di queste quantità produconsi del- 
le variazioni dipendenti dalla natura loro , le qua- 
li troppo è necessario 1’ esporre . 

lì. Pertanto sia x*=—-i , ne verrà — 1 : co- 
me z* è il quadrato di x, così — 1 sarà il quadra- 
to di | /—i , e avremo per conseguenza \/ — ìXf/— 1 

==(l/—i) t = —i . 

III. Vogliasi il prodotto di j /' —a per \/ — b . 

Supposto azze 1 , b=tl* , e quindi c^/'a , d=^/b , 
avremo j/ — « = — c* , j/ — b = [/ — : ora pel 

(II. n. 194) 1/— c 2 ='\/— 1 , —d*=u]\/ — 1; dunque 

. essendo , j/— //=*/(/— 1 , ne verrà il 

cercato prodotto (/•— aXj / -~b — c\/ — 1 X<Z(/ — 1 
= rXc/Xt/— 1 X \/ — 1 ; ma cXd — \/ aX\/'b~\/ ab 
(n.°i9i), e (/ — iX(/— 1=— -i (prec. II ); dunque ri- 
sultando con la sostituzione cY.dy.\/ — iX|/ — r 
= 1/ abx — 1 — — \/ ab ; sarà \/ — aX\/ — b~ — \/ ab . 

IV. Siano proposte a moltiplicarsi le quantità 
— 1 /—a j y'—b . Avendosi —\/—a=z—\X\/—a , sarà 
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X p-b = - i X b ; ora i/- aX 
K /j_ —[/abjprcc. 11J) : dunque avremo ~\/ — n v 

V. Nella maniera medesima troveremo 
-y~aX-~i/--b = , e b = . 

Dunque se due quantità immaginarie, quali sono 
le supposte nei [prec> II III , IV, V) Lo amen- 
due- affette del segno medesimo, il prodotto sarà 
sempre negativo, e se affette sono di segno centra- 
rio , il prodotto sara sempre positivo ; proprietà af- 
latto oppósta a quella delle quantità reali 

198. Cor. Poiché pel ( lU.n.'prec .) 1 /-à=n/-i 
essendo c=j/a; supporremo, che qualunque quan- 
tita_.mmag.nana della forma ,/-« esprimasi per 

I. Ciò posto; vegliasi eseguire 1’ addizione , la 
sottrazione, la moltiplicazione , e la divisione fra 
e due quantità mW-, , , , a prim a del- 

le quali denominerò M , e la seconda P , ne verrà 
evidentemente 


M-t-P = (m-t-p) ■+■ (n^-y) j/_ r f 

M— P = (m— /?) (n—(j) \ /—i , 

MP = {mp—riq)~^{Tnq-¥-nj>y / — j , 

^ — T )-P~7V 1) 

** 1 (/>*+■ q\f — 1 J \p — 1 ) — 

n<l)+ (np— maW — 1 _ / mp-\-nq\ 

p'+f ~ \p+p) "■ 



Ora m tutti questi risultati esiste una parte adatto 
reale, ed una immaginaria contenente il radicale 
y 1 moltiplicato per un coefficiente reale . Dun- 
que denominata in generale A l’accennata parte rea- 
le , e B il coefficiente reale, che moltiplica 1 /—t 
qualunque delle esposte operazioni si eseguisca su 
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delle rm-»|/*-i , p+o\/-i , ne verrà sempre un ri- 
sultalo della forma A-*-B\/—l . t . 1 

II. Sia m=o,p=o . I precedenti quattro valon di- 

venendo perciò M-eP=(/w- ? )|/-i, M P — ( f *—q)i/'—i, 
j\ip ——nq, = — , vedesi, che l’addizione, e la 

sottrazione delle quantità nj/'— t , i daranno 

due risaltati immaginarj , la moltiplicazione, e la 
divisione ne daranno due reali . 

M _ 

III. Pongasi n = o . Risultando da ciò -p- — 


Ttt 


, nfi segue ^ ^ una frazioil® 


jjayv'— i l' 1 "^ l 1 

della forma avente l’ immaginario q\/— t 

P+qV~~ l 

nel denominatore, può sempre ridursi ad un’altra 

mp mg’J— ;L ne ij a q ua le l’immaginario esiste nel nu- 
/P-H 

muratore , ed il denominatore è affatto reale . 


CAPO IL 


Della elevazione a potenza (T un qualunque Polino- 
mio , e della Formala Newtoniana. 


199 . Probi. 3 1 .* ili levare a potenza una data 
quantità composta qualunque . 

Sol. Per la definizione esposta nel ( n.° i65 ) 
otterrò evidentemente la potenza cercata , moltipli- 
cando per se medesima la quantità proposta tante 
volte meno una , quante vengono indicate dall’ espo- 
nente della potenza istessa. 

Sia pertanto a-*x la quantità data, e vegliati- 
sene le successive potenze a, 3, \ , 5,ec. Opcran- 
^ do come qui sotto si otterrà 
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ao4 


(a-t-x)’ — a-t-x 

fì-h-X 

a*-t-ax 

flr+'t* 

(a-t-x) *=a‘ Viox+x “ 

• a-t-x 

a 3 -t- 2 a*x-t- ax“ 

-+- rt a X-t-aaX*-HX 3 

/XXVIII) ( a-Kr ) 3 ~^ a 3 -i-3a a x-t-3ax a -»-x 3 

' ' a-t- x , 

a 4 -t-3a 3 x-»-<5a a x a -t- ax 3 

-4- a 3 x-+-3a a / a -t-3ax 3 -t-x 4 \ 

(a-t-x) 4 — a 4 -t- 4 « 3 x-t- 0 a a x a -t- 4 ax 3 -£x 4 
a-t-x 

a 5 -t-4« 4 x-f- óa 3 x a -t- 4 a*./ 3 -t- a x 4 

a 4 x-t- 4« 3 ^ a -+" 6a*x 3 -t-4ax 4 -t-x 5 
(a-t-x) 5 =£ a 3 -t-5a 4 x-*-it'a 3 x a -t-ioa a x 3 -t-òax 4 -t-x 5 , 


ec. 

aoo. Scoi. i.° I. Supposto a-t-x=A ,* poiché né 
viene (a-t-x) 3 = A 3 , (a-t-x) 4 = A 4 , ed è A 3 X A 4 = A 7 
( n.° 56), avremo, sostituendo, (a-t-x) 3 X (a-t-x) 4 = 
(a-t-x) 7 ; e però volendosi del supposto binomio a-t-x 
una potenza superiore , per esempio la settima , po- 
tremo ottenerla , moltiplicando fra loro le sue po- 
tenze terza , e quarta , senza passare per le succes- 
sive potenze quinta, e sesta. È chiaro clic lo stcs- 
bo dicesi ancora delle altre potenze . 

II. Ciò che si è detto del precedente binomio 
a-t-x , dicesi egualmente di un polinomio qualun- 
que . 

III. Se la quantità data sia una frazione, il nu- 
meratore , e il denominatore della quale siano quau- 
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tita composte ; se essa sia un radicale avente fuori , 
e sotto del vincolo dei polinomj ; ne avremo rispet- 
tivamente le diverse potenze, innalzando nel mo- 
do accennato a potenza separatamente il dividendo, 
e il divisore rapporto alla irazione, le quantità po- 
ste sotto , e fuori del vincolo rapporto al radicale - 
Sarà perciò 

/ a+b Y (a-lb) 1 S+ zah+b* , 

\ a - c -IùJ — (a^c—d)* ~ a 1 — *ac— Mid-*-c*-r*cd+ d 1 * e 8ara 

^ {a-*-x)\/jr i V: zz(a-*-x)*\? / '(p—q) i =[a?-*-2>a % x-*-$ax *-*-x 3 ) 
tp'q+Zpq*- f 8 ); jH-r ) = (£n-f)*X 

( I. n.° iq5 ). 

aoi. Teor. i°. Posta nn’ Equazione dì un gra- 
do qualunque avente tutti i suoi termini nel pri- 
mo membro, se essa debba verificarsi, qualunque 
valore si attribuisca all’ incognita, io dico, che cia- 
scuno de’ suoi coefficienti deve essere uguale allo 
zero . 

Dim. Sia 

A -+- Bz -+- Cz* -+- Dz 3 -+- ec, -+- Vz m = o 

1’ Equazione supposta , Equazione , che ho scritta , 
ordinandola al rovescio , e debba essa verificarsi 
qualunque valore diasi alla z. In conseguenza di 
questa ipotesi, dovendo la (XXIX) essere vera, 
anche allorquando si dia il Valore zero, facciasi at- 
tualmente 3=o . Sotto questa supposizione la (XXIX) 
diverrà Azzo; ma nel valore del coefficiente A non 
contenendosi punto la z , se esso è zero sotto un 
certo valore della z medesima , è chiaro , che non 
alterandosi al cangiarsi della z , deve rimanere ze- 
ro sempre, qnalunque altro valore si dia a questa 
incognita . Dunque qualsivoglia valore attribuiscasi 
alla z , dovendo essere sempre A=o , la (XXIX) di- 


(XXIX) 
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Terrà Bz-HCzM-Dz 3 -*-ec.-+-Vz'”=o , ossia diviso tutto 
per z diventerà 

(XXX) B ■+■ Cz ■+■ Dz* + ec. ■+- Vz — o . 

Questa Equazione (XXX) altro non essendo , che la 
(XXIX) dovrà essa pure venùcarsi , qualunque sia il 
valore che si dà alla z ; ma quando si là -zzo , essa 
diviene B= 3 o, e il valore del coefficiente B non può 
per la ragione addotta riguardo ad A , cangiarsi sot- 
to le variazioni della z . Dunque qualunque siansi i 
valori della, z, rimanendo costantemente Bzzo, la 
(XXX) diventerà Cz-+-Dz Il -i-ee.-»-Vi'’’ — ‘zzo , e però 

C •+■ Dz -+- ec. Vz" 1 zz o . 

Nella stessa maniera da quest’ ultima Equazio- 
ne ricaveremo dover essere C=:o } e quindi col re- 
plicare il raziocinio medesimo, troverein successi- 
vameuttì essere D=o , E=o , ec. lino a V = o . Dun- 
que ec. 

2ca. Cor. I. Abbiasi un’ Equazione della forma 
a-v-bz-b cz 1 -+- dz 3 -+■ ec. — n •+■ pz -+* qz 3 ■+■ rz 3 ■+■ ec. 
la quale debba, siccome la precedente (XXIX) , es- 
sere vera , qualsivoglia valore si dia alla z . Ciò es- 
sendo , io dico, che dovrà essere azza, bzzp, czzq , 
dz=zr , ec. , e in generale il cocfiioiente d' una po- 
tenza qualunque della z nel pruno membro dovrà 
uguagliare il coefficiente della potenza medesima nel 
membro secondo . 

Trasportati difatti nell’ Equazione supposta dal 
secondo nel primo membro tutti i termini, essa di- 
verrà (a — .7) ■+» (b—p)z-b (c—q)z % ~b(d — r)z 3 -+• ec. “ o ; ma 
essendo zero il secondo membro di quest’ ultima li- 
quazione , i coefficienti in essa di tutte le diverse 
podestà della z devono essere zero ( n.° prec. ) • Dun- 
que dovendo essere a — u~o, b — p—o , c—q — o , 
ri — r zzo, ec. , no verrà a—n , bzzp-, c~q, dzz r , 
e però ec. 
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II. Le proposizioni medesime (n.° 201 , prec. I) 
si verificano ancora, i.° quando nella Equazione pro- 
posta i successivi esponenti della e non formano la 
serie naturale 1 , a, 3 , 4» ec. de’ numeri interi ; 
a . 0 quando tra gli esponenti ne esistono dei negati- 
vi ; e 3 .® quando ve ne hanno dei fratti , ossia quando 
esistono nella Equazione dei radicali della z. Difatti 
rapporto al i.° di questi casi, se A-t-Bz 3 -*-Cz 7 -+-Dz 8 -+-ec. 
=0 sia per esempio 1 ’ Equazione data, dimostro , come 
nel (n.® aoi) dover essere qui pure A=o, e ridursi 
quindi la data alla Bz 3 -i-Cz 7 -HDz 3 -f-ec. = o , divido 
tutto, per z 3 , e ne verrà B-*-Cz 4 -s-Dz 5 h- ec. = o . Tro- 
vato in egual modo dover essere B=o , onde ridot- 
ta nuovamente la proposta alla Cz 4 -4- Dz 5 -t- ec. == o , 
divido per z 4 , e avuta cosi la C-t-Dz-t-ec. = o , pro- 
seguo avanti il discorso sempre nella stessa ma- 
niera . 

Relativamente al a.° degli indicati casi sia per 
esempio Az 3 -4- Bz * -+- Cz* -+- Dz ? -t- ec. = o la data 

Equazione . Poiché questa riducesi alla \-+- — •+• 

Z 3 z 

Cz*-t-Dz 7 -+-ec.=:o, e però all’A-+-Bz*-t-Cz 5 -t-Dz , 0 -t-ec.=o, 
vedesi che il caso presente si riduce infine al pre- 
cedente t.°. 

Rapporto finalmente al caso 3 .® supposto che 
per esempio 

A'+-Bi/'z-t-Cz-»-Dz*-*-Ei> / z 7 - 4 -ec.=o sia l'Equazione data, 
riduco tutte le potenze della z a forma radicale aven- 
te lo stesso indice (n.° iBq, II. n. iqo), e ottenuta 
cosi la A-kB^-hC^-i-D^;* 1 -*- Ej/z 14 -»- cc. = o, 
pongo \* / z — u. Risultandoci da ciò A -4- B« 3 - 4 - Cu 6 
I)« ,a ■+■ Etó , 4 -H ec.=z o , osservo, che siccome la z può 
acquistare un valore qualunque , dovrà perciò po- 
terlo acquistare ancora la u, e per conseguenza che 
applicato all’ ottenuta Equazione in u il discorso del 
precedente caso i.°, ancor quivi risulterà dover es- 
sere Azze , B=o , C=o , ec. 
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2o3. Probi. Sa. 0 Determinare quella serie , a cui 
si uguaglia una potenza qualunque algebraica del 
grado m del precedente binomio a-*-z ( n . 9 199). 

Sol. Poiché le serie (XXVIII) determinate nel 
( n.° 199) esprimenti le prime cinque potenze del 
binomio a-Kr sono tutte nel primo termine man- 
canti della x, nel termine secondo contengono la x 
alla potenza prima , nel termine terzo contengono 
la x» , nel quarto la x 3 , e cosi di seguito ; e poi- 
ché pel modo, con cui si effettuano le successive 
moltiplicazioni per a+r ( cit.° n . 0 199) anche le se- 
rio esprimenti le podestà ulteriori deggiono eviden- 
temente seguire la stessa regola , porrò in generale 

(XXXI) (rt-t-x)’” =/M-yx-wx*-KSx 3 -»-/r 4 -t"«x 5 -+> ec. , 

esprimendosi dalle p , q , r, s, t, ec. i coefficien- 
ti delle successive poterze della x . Se fosse per 
esempio mzz 3 , la (XXXI) coinciderebbe con la ter- 
za delle Equazioni (XXVIII), e avrebbesi quindi 
p—a*, qzzSa* , rzzìa , 'szzi , {zzo, uzzo, ec.; se ;«=j, 
la (XXXI) coinciderebbe con la quinta delle (XXVIII) , 
e sarebbe però pzza*, qzz'ia*, rzz ioa 3 , szzioà*, tzz'ja, 
uzzi, vzzo, ec. Avremo per conseguenza risolto il Pro- 
blema , quando rimanendo la m indeterminata , e 
però capace di un valore qualunque , saranuosi ri- 
truovati i corrispondenti valori degl’ indicati coeffi- 
cienti p,q,r,s, ec. Prima però di cominciare que- 
sta ricerca, osservo, che come il secondo membro 
della Equazione (XXXI) altro non è che il primo 
{n - Kr "* sviluppato, dovrà essergli identico, e nero 
1 ’ accennata Equazione dovrà verificarsi , qualsivo- 
glia valore attribuiscasi alla x . 

I. In conseguenza di ciò cominciamo dal porre 
a:=o . In tal inotesi l’Equazione (XXXI) diverrà evi- 
dentemente a m —p\ ma se p ha il valore r."» nel caso 
di x—o ; per la ragione addotta sul principio della 
dimostrazione del (n.* 20 1), deve averlo sempre, qua- 

lun- 
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lunque altro valore diasi alla x . Dunque sarà il pri- 
mo coefficiente della supposta serie , cioè 

p—w» 

II. Per la determinazione del coefficiente secon- 
do q , osservo se I’ esponente m sia positivo, o ne- 
gativo , intero, o fratto, e 

i.° Comincio dal supporlo intero, e positivo; 
e in questa supposizione faccio a-*-x—y . Avendosi 
da ciò (a-Kr)" 1 = y m , ed x —y—a , la (XXXI) con la 
sostituzione diventerà 

y a)-+-r{y— a) *-*-s{y— a) 3 *-/ (y-a)*-*~ ec. 

ossia trasportato nel primo membro il termine a m , 
e diviso tutto per y — a , diventerà 


-ZH — q-*-r{y—a)-*-s{y—a ) *•+-/ (y— u) 3 -+-ec. 

y—a 

Ora se si moltiplichi la quantità y 
tfi— 3 


m — i 


ay 


m — -a 


*»/»— -r- a 3 y 77l “ 4 -* ec. a"‘~“y-H a per 

I’ altra y—-i, ne risulta il prodotto y m — a m • 
Dunque essendo 


m — 2 
a y 


m—i 


m m 

y — a m—i 


y 


— y 

— a 


- ay 


m — a 


, m — 3 

• ay 


* i n —\ 

• ay 


> ec. 


-t- am — a m— i , avremo 

y-t**i 

ay a -*+a'y m -'+a*y , *-* + e c. + (XXXII) 

a m 1 — q- f- r(y — a) '(y— !)*■+-/ (/“"«) 3 ■+• ec. 

Or facciasi x=u , e però y -a , la (XXXII) diventerà 

a m - , +a ra_ '+<( m " ‘ -h ec ■ ' -q, 

ina il primo membro di quest’ ultima equazione al- 
tro non òche la quantità ** 771 1 ripetuta le volte m, 
poiché nel primo membro della (XXXI) contenendosi 

tutte le successive m— i potenzey ,y ,y , 
ec. , y , e di più il termine a m r mancante della 
y , si contengono appunto rn termini , ciascuno de* 

Algebra ^ *4 
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quali nella ipotesi fatta di yzza , diviene a n x . 

Dunque mentre x—o, risultando qx=jna m ~ l , e que- 
sto valore di q dovendo per la solita ragione con- 
servarsi sempre lo stesso sotto tutti i valori della ar, 
ne segue, che in questo caso i.° si avrà nella se- 
rie (XXXI) il secondo coefficiente q=rna m ~ l . 

2.® Sia 1* esponente m un numero intero, e ne- 
gativo , e ponghiamo perciò m = — n\ la quantità 

ia+x) m diverrà (o+rf", e ritenuto a+-x=y , Pai- 
ni nt — n — a n _ , —a 

tra y — diverrà J- Ora essendo y 

■ y _o. y~ a 


- r, a 


y 


— _L_ ( II. n.° 68 ) ., od y * — a“~ * — 
a * ' 


i _ 


n n 
a y 


(n.* 94.) = - 


•V 


( r n _ «” ) > abbiamo 


— " / * n \ 

— « — 1 \ r — <1 J — - » 

—a » »' a ’ ~7 


y 

—a n n ' ^ — a 

a r 

» n — 3 3 «— 4 

a y •+• a y ■+■ ee. 

Dunque sostituendo, otterremo 

^ n— 1 n— a a n — 3 3 77—4 


J ~( 
a y 
n — <a 
a y. 


n— i n— s 

y +ay 


n— 1\ 

* ;• 


1 

1 — 
n n 

a y 


ay - +«/ 

n— a n— 1\ 

a y •+■ a / =z 


ec. 


?■+■ r (y-a)-us X 

(y — a)* ■+* t ( y — a ) 3 ec. 

Pongasi presentemente xxzo , e però yzxa . Nel se- 
condo membro di questa Equazione non rimane , 
che il termine q 3 ed il membro primo diventa 
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»- 

S n \ a 


n— i 


n— i 




n— i 
-+-a 

n 


n—i 


•ec. . 


n~i 7i — 

• a 


r 1 ) 


a/i 


71-f-i 


na 


Dunque nel pre- 


• u 

sente caso avremo il coefficiente secondo della 
{ XXXI ) , cioè q — — na 


—n—ì. 


«-t-x 


a 

3.® Abbiasi finalmente m uguale ad un rotto 
razionale, positivo esso siasi, o negativo, e sia quin- 
di m — -g-. Fatto in questa ipotesi ^x-*-rx a -f-ec~X , 

A 

la Equazione (XXXI) «diverrà (an-x) k zz p X , 
h 

in oui pzza zza (prec. I) e però elevando al- 
la potenza kcsima, sarà (ra-*-x) A zz(p-t-X)* , Ora es- 
sendo h , k amendue numeri interi , chiamati r ec, i 

coefficienti delle potenze 2 ,'ec. della x in («-kx)*, ed R'^ 
ec. i coefficienti delle potenze a. - ec. della X iu (/>-+-X)^, 
pei (prec. I i.* , a.° II) e per la (XXXI) si ha 

(fl+x)* =/ + ha 1 'x-»- r , x*-*»ec. , (p»4- X)^ ~ p ^ 
R'X a -t-ec. , e posto invece di p il 


k F k ~" X 


suo valore cA , e invece di X il suo qx-^rx*-** ec, , 

k h *!ÌA> 

risulta (p-t-X) zz a -t- 

R' (qx -+■ rx* ec.)* -+- 
hk—h hk—h 


ha * ( qx rx*-*«ec. ) 

ec. , e però (p-»-X)* =: a * 


ka 


qx 


•(ka k r R' j*)x*-»-e c. Dunque 


\ 
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• - h 

collocati invece delle espressioni (cm-x) , {jj-t-Xì* 
i loro valori ora determinati risulterà 

_ . l hk—h hk~—h 

h h—l * . — ' — 7 — 

a ha x-t-r'x*-*- eo — 1 a -+* qx-*-\ka. * r 

a:* ec.; ma^’ Equazione (XXXI), e però 

l’altra (a+r)^ =5 (/m-X) , e quindi l’ultima ottenuti 
ta , deggiono sempre verificarsi, qualunque sia il 
valore della x . Dunque quel termine , die contie- 
ne nel primo suo membro la prima potenza della x, 
dovendo pel (I, n.° 202) uguagliare l’altro, che nel 
secondo membro contiene la potenza medesima 
avremo 


h — i 

ha ;= ha 


kt—~h 

1T~ 

q , e per conseguenza q =: 


hh—k A — k 

ha k _ A ~k ’ 

Uk — k ~ '£- a , e finalmente 


A — * 

ha 

~~Jkpr 

k ~~ 
hk 


h 



Dunque qualunque siasi il numero razionai© 
m , positivo, o negativo, intero o fratto , il coefR- 
cicnte del secondo termine della serie (XXXI) acqui- 
sterà sempre la forma ma ’ ossia avremo in ge- 
nerale 


771—1 

<7 — ma 

III. Passando ora alla determinazione degli ni- 
tri coefficienti r, s , t , u, ec. ; ritengasi a-*-x—y , 
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e si aumenti la x di una quantità indeterminata 3 ■ 
avendosi perciò a-*-x+-z'=zy-*-z , e quindi la- 
=z (_y*-+-r)m la ( XXXI ) diverrà 

(y«K:)»=/7-+-y( r-i-z)-+-r(x‘ 4 'z) t - 4 -s(x‘*-z) 5 -t-t(c-*-z) i 
-+-u[x-*~z) b H- ec. ; 

ma, sviluppate le potenze (jw-s)"» , (jm-z)* , {x-t-z) 3 , 

(x-t-z) 4 , ec. pei [prccM , II) abbiamo 

ly-f-zj» ~y m -^my wi ~ t x+-ec., (x-f-z) a z=ac*H-2Xs -1- ec. 

• (x-»-z) 3 ■= x 3 3 ?; a z-+- ec. (r-*“r) 4 =zx 4 -f- 4 a;3 -* 4 * cc » 
Dunque sostituendo sarà 

y m ■+■ my m r z-vec. rrp-t-yr-wrx* 4 -'rx 3 -+-/x 4 -+-’/x 5 -+-ec. «+• 
(y-+-2rx-t-3jx a -+-4^x 3 -t-5ux' i -»-ec.)z , •+■ ec. 
Sottraggasi da questa P Equazione (XXXI) : a cagio- 
ne di («-*-x) m zzj m ne verrà 

my m 1 z-+-cc.~(<7-i-2/‘x-+-3fx a H-4/a: 3 *+.Sux 4 -»-ec.)z-4-cc. , 
ma la z per la ipotesi è indeterminata, e però quest’ 
ultima Equazione deve verificarsi } qualunque sia 
la z; dunque pel (I. n.° eoa) avremo 

my m 1 —q-*-zrx-^%sx' x -*-^tx 3 -+-Z)Ux i -i-tc. , e moltiplica- 
to per yxxa-t-x , avremo 

mj nt — aq ■+• (zar -t- q)x -+- (3 as -4- &r)x * -e- («pzf •+• 3 j) x 3 
-4- (Sau -+- 4/) x* *+- ec. 
e però essendo 

7 np-*-mqx-*-mrx ì -*-ms)c 3 -t- mtx* -*-ec.—aq-*- (lar -+-q)x-*~ 
( 3 as-*- 2,r)x a ■+■ (4 at ■+• 3 s) x 3 (óau ■+■ 4/)x 4 ■+■ ec. , 

pel ( I. n .° 202) risulterà aqxzmp, zar •+• p — mq , 
3 as •+• 2.r — rnr , ^at -+- 3 s~ ms , Sau -+- 4 t — mt , ec . , 
e per conseguenza 

m P (m — r)^ (m — a)r (m— - 3 )f 

? a ’ r ir~ ’ S a * 1 4 ~ 3 

(m— 41 1 

k = ~ Tr ~ , ec. ; 

ma p— 7 W (/?ra:. I). Dunque col fare le successive 
sostituzioni otterremo 
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(XXXIII) 


3 14 


Trt _ m — r 

— a » q = ma , 


m (m ■ 


i)a 


m— a 


m(m—i)( in — aW 


m — 3 




,t = 


mirri — i \{m — a)(m— 3la 


m-4 


m(m— t)(m— a.)(m— 3Xm— 4)a 
“ “ a. 3.4 • ^ 

e però 

T7l Ttl 

(a-*~x) — a 


w — 5 


.3.4 


, ec.. 


«— * , . m — a 

TOO m ( m ~~ li a 


r» - 4 * 


ifni— ()■'«— a) ^m(m-i)(m-s)(w- 3 ) m 4 4 

M x *♦* 3 — a X 

a.a 3.3.4 


m{m— i)(m— a)(m — 3)(w — 4 ) m — ^ 5 


3.3.4. ^ 


a 


ec. 


come era stato richiesto ; 

E questa la famosa Formolo. Newtoniana cosi 
detta pel suo Inventore, e perchè la forma ci dimo- 
slra di una qualsivoglia potenza di un binomio a-*-x : 
Formula, di cui massimo è l’uso nelle Matema- 
tiche . 

204. Scoi. i.°I Suppongasi, che con la lettera Gre- 
ca w venga indicato il coefficiente del termine n-t-t 
esimo della serie (XXXI), e con la 9 il coefficiente 
del termine nesimo : pel dimostrato nel (III. rc. 9 prec. ) 
dovrà essere 

_ _ (ai — («— *iTÌ0 
** — — • 


na 


m— a 


II. Snpponghiamo/>r;Aa m , q— Ba m T , r=Ca” 

J=D u" 1 ” 3 , l=Za m -iu=z¥a m ~ S ,tc. *=P , 

rrrQz/ 71 ”' , esprimendosi con le A, B, C, ec. quan- 
tità da determinarsi opportunamente . Si sostituisca- 
no queste espressioni nella (XXXI), essa diverrà 
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(a- *-x) m — Ad 


m 


T> m 1 

Ba X' 


■ Ca m a x % ■ 


Da '"- 3 *3 


• E a™"* x VF a m 


—5 


x 5 -t - ec 




Qa m - n x n 


ec. 


Pongansi Je espressioni medesime nei valori truo- 
vati nel ( III. n- prcc. ) ; risultandoci quindi 

(m— >)B m—a 

q—m\ a m , r — — ' 


a 


(m— a)C m — 3 

s = -r*— a 


t = 1=^2® «’"-4, u =(fr4i5 (I "-5 ec . 

4 5 

B=mk , c=!==^2 , D = fe y g, E = , 

F ec. Q — — ■ — ~ — ' — . avendo»! poi a 


cagione di p—a m ( I. n°. /7rec. ) Ari . 

Da tutto questo apparisce , che i termini della 
Formula Newtoniana hanno un andamento costan- 
te , e regolare , per cui agevole riesce il determi- 
^narli successivamente: vedesi , che in essi mentre 
le potenze della x cominciando nel primo termine 
dalla x° , giacché Aa m =Af. m x°, vanno successiva- 
mente crescendo, quelle al contrario della a comin- 
ciano nel primo termine della a m , e vanno sempre 
corrispondentemente decrescendo ,* ed i coefficienti 
A, B, C j ec. son tali , che uno qualunque di essi 
in generale Q deducesi dal termine che lo precede , 
col moltiplicare il coefficiente P di questo per l’espo- 
nente m — ( n — i) dqjla a in esso contenuta , e col di- 
videre il prodotto (m— (n— i )) P , che ne viene, pel 
numero n indicante il luogo nesimo , che lo stesso 
termine occupa nella serie . 


(XXXIV) 


9 


I 


Digitized by Google 



ai 6 Parte II. Capo II. 


IH. In conseguenza ili ciò, denominati N, M, L, 
ec. i coefficienti del termine n — i esimo, n — 2 esimo , 
7i~ 3 esìmo , ec. , della serie ( XXXlV ) , avremo 

n — (m— (n— i))P a))N _ (m— w— 3))M , 

^ 77 ’ n — 1 * x 71— a 


UT — ( m ~{u 4» L 

71 ó 

e però sostituendo 


ec. 


Q _ ( m — (n — 1)) N 
(«—!)« 

Q = ( w— (n— 3 ))( m~ (77— 2))(m— (n— i))M 
(7.-— a)(7i— 1 )n 

q (m—'ri' — ^))[m — ( 7? — 3 ))(m — (77*— 3))(m— (n — i))ti 

(77 3)(77 — fl)(77 — 1)77 

Ora queste sostituzioni possono eseguirsi , retroce- 
dendo fino ai coefficienti primi 

D , C B = mA , A= 1 . Ciò fat- 

to adunque sino al primo di tutti A=i , risulterà 
evidentemente 


(XXXV) o = ')( w — : ») •••(”»— {r>— 4 )){m-(n— 3 ))(m— (77— g))(w— (77— 

' J .4.3... (77 5ji [77— ^)(77 l)/l 

m'm —i)(m — a) . . ■( m — 77-4-21 (7 77-- -77-4-7) 

1 . a . 3 . . i (77—1)77 

indicandosi con i punti tutti i termini intermedj . 

IV. Dipendentemente dal valore ora trnovato 
del coefficiente Q tutti potremo determinare i va- 
lori degli altri coefficienti, B, C, D, ec. coll’ at- 
tribuire semplicemente alla lettera n gli opportuni 
valori particolari, e coll’ osservare , che i fattori co- 
stituenti il numeratore di Q cominciando da m van- 
no sempre successivamente decrescendo di un’ uni- 
tà sino al fattore m— 77-+-1 , il qi^le è P ultimo, ed 
i fattori costituenti il denominatore cominciando da 
uno vanno sempre aumentandosi di un’ unità sino 
all’ ultimo n . Facciasi n successivamente =1 ,3,3,4, ec. 


ossia Q 
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onde la Q diventi in corrispondenza B,C,D,E,ec. : 
]’ espressione m — n -t- 1 divenendo perciò rispet- 
tivamente m— 2-*-i— m> in— 2-t-i— in 1, m — 3 -e t—m 2» 
OT — 3 , dipendentemente dalla (XXXV) ot- 

n mt ni' — 1) m(m — i) (m — a) • 

terremo B=/w , G — pp^ > ^ — * , _ a , 3 » 


v rn(m— t) (>n— a) (w— 3) e(J 

— 1.2.34 * * . 

Nell’ipotesi di m numero intero , e positivo, 
chiamati V, T, S, ec. i coefficienti nella (XXXIV) 
dei termini mesirno , m— icsimo , m — ics imo , ec. , 
pongasi n successivamente = m , m — 1 , m— 2 , ec. 
c si sostituiscano questi valori nella espressione gene- 
rale (XXXV). Avendosi j.2 .3... (n-sijnrsnf/i— 1 >i).. .3.2.1 , 
ed essendo (»n—m-*-2)=2, (m—m-* i)=i» (m— (m— 1)4-2)=: 
3, (m— (m— i)-hi)— * , (m— (m— 2 )-i- 2)=4, (m— (m— 2)-w) , 
= 3, ec. per le indicate sostituzioni, dal valore ge- 
nerale di Q otterremo 

mlm— i)(m— fl)-.a.t _ - m(m— t) (m— fl)-3.a _ ^ 

v — m [m — i)(/n — 2 )....a.i r * (m — 1 — »)...3.a.i 


?V-4.3 m(m— I) 

® (m — aj.,.3 a.i 1.2 * e * 

Facciamo nella (XXXV) h successivamente — m •+• r, 
n.'+5,m+3,e c. Avendosi quindi in corrispondenza 
n:~ -+- 1 —m—m— 1 -+- 1 =n, m — n-*- n-m — m-~ 2-t*2=zo, 
=zm*-m— 3-t-3=o , ec. uno dei fattori del va- 
ioli «is Q, e però esso Q diverrà in queste ipotesi 
sempre zero . Dunque nel cftso di m numero intero 
e positivo, non esistendo nella serie (XXXIII), ov- 
vero (XXXIV) alcun termine oltre Io mesimo , ne 
segue , che essa sarà sempre finita , e questo mesimo ne 
sarà F ultimo termine * I coefficienti poi dei termi- 
ni ultimi pel detto poc’ anzi , si uguaglieranno ai 
coefficienti dei primi , cosicché sarà V = A=i , 

T=n = »,,s = c==^. R=D= " ! f "'-;te ^- 


cc. Tale uguaglianza vedesi difatti nelle serie (XXX\ ID) 
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corrispondenti alle ipotesi di mzz i, 2, 3, 4, 5, ee. 

V. Sia m — ad un numero intero e negativo , 
che dirò — h. Pei ( K III } n.° 203 ) ve- 

rificandosi ancora in questo caso 1* Equazione (XXXIU), 
e però la (XXXIV), ed avendosi pel coefficiente ge- 
nerale Q lo stesso valore (XXXV) ; posto — A in vece 
di m, dalla (XXXIV) ci verrà 

(a-t-ar) ?‘~ka I ar-+-C^ ^ *x 4 -t-D a ^ 

E + Fa-^Vf-ec. -t- Var h ~{>^) 

Qa x n -+- ec. e però pel (II. n.®68) 

(<M-x) a h + a a « J « 5 

P.,»“i Qi# \ 

— *- ~ n ■+* ec. ) e dalla (XXXV) otterremo 


a)(— ^ — 3) . . . ( — A— n-fii)(— A>*-n+i), 
^ i.a.3...(« — 1)« 

e quindi 

A(A-J-T)(^-4-a)(^-f-3). . . {!i-hri—z)(!i-+-n—i) 

i.a.3...(n— x)n 

prendendosi il segno quando il numero dei fattori 
componenti il numeratore, e però il numero n , è 
pari, e prendendosi il segno — , quando lo stes- 
so numero è dispari . Facciamo ora n , come nel 
( prec. IV ) , successivamente = 1 , 2 , 3, 4 > 5 , ec. , 
dall’ ottenuto valor generale di Q, avremo in cor- 

tispondenza Brr-A, c=^rl ) ,D = - 

i.a i.a.3 

^ — ràX4 » F= — 


x. a.3. 4-5 


e per conseguenza, essendo poi Arri [prec. II) , con 
la sostituzione ci risulterà 

I .“A f / i- AtA-f-iìx* 

(XXXVI) ^ == i ~^h\ ,afll i.a.3.fli 

7)f7t-f. ,y;,4-a)r/^3)x4 h(h+iMh-+i>'th-L 3V/-+4) *3 . f \ 

i.a.3 ipj* i.a.3.4.5a* / 
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È facile a vedersi , che qualunque siasi l’intero h, 
la serie (XXXVI) si protrae sempre all’infinito sen- 
za aver termine. Sia per esempio h—i , essa diverrà 

! ■— 1 _ I / X x* x3 .T* 3-5 

(a+x) — a ->rx a \ 1 a a* a< “* ^5 

e se h — 2 . , avremo 

/ \-. a 1 1 ( 2 * 3x* 4* 3 5r* 6r& A 

<***• = 

VI. Abbiasi m — h-. In conseguenza dei ( I , 

3 .• II , III. n * ao3 ) pongo nelle (XXXIV), (XXXV) 
in vece di m il valore supposto . Risultando da ciò 
h h A h h 


— a 


(a-*-x) = A a 

■4 


• B a x-t-Ca x*-+-Da 


É« 


% 

T 


—5 




Fa 


ec . 1 


■ Pa 


~T •— («— ’) 

* n — 1 


x 


-Qa 


ec; 


h i 

fh \ 

/ h \ 

/ h 

V /A \ 

( h \ 

7< 

< * V 

br->) 





ec. 


^ i.a.3 .' . . . (n — 1)» 

facilmente apparisce che otterremo 
h A 

~ì - ir / k C.r* . D** E x A Tx3 

(a-f-x) —a I a a* ai «a «5 

Px B “* Or* a \ 

o» -1 a» / 

— A(A— A)(A— -at)(A.~3 &)....(A — (m— i^) 

~ k.ak.dk.^k. . . . («— ìjk.ni * 

ossia 

k(k — h)(ak — A)f3A — h) ( (n—o.)k — h)[{n — l\k— h) 

* k.ak.òk.^k (u-i)k.nk 

prendendosi il segno «+• , quando il numero dei fat- 
tori k — h , %k—h , ec.e però n — z è pari , e il segno 


Digitized by Google 



(XXXVII) 


aao 


Parti: II. Capo TI. 


— , quando l’indicato numero di fattori è dispari . 
± h 

k h h T k h 

Ora abbiamo (a-t-x) =j/(a- 4 -T) , uxz\/a , e fatto 

nel valore di Q successivamente ra = i» a, 3, 4> 

ec. ottiencsi in corrispondenza B = A , C = — 


h(k-h) 


D = 


h(k — h){i>.k — h) 


k.ak ' 17 — k.nk-ik 
avremo pel ( n.* 177 ) 
h_ 
k k 

(a-*‘x)=\ r y (a-*-x)- 


, ec. Dunque sostituendo 


h k h( t Jl 

)=l/a V+i* 


Hb-tyx* 

k.-ika* ' 


h.ak.àkai 


h{k—h)(nk-—h)(3k—h)r4 ^ k(k — /Q(afr — h)(3k — h)I^J: — ft).r5 \ 

jt.a k. 3 k.L^ka^ 

Serie la quale prolungasi evidentemente ali’ infinito. 

Sia 11 — i , essa diverrà 
1 

T k k .(*— 0:r k ^(jb-i)(ai— t)*S 

(a-t-x) =|/'(a-f.x) = j/«V ka K.nka 1 k.zk.iicui 

(k — T)(a<r-^-i)(3^—t)x* | { k — i)(a* — 1 )( 3 ^— t)j5 \ 
k.ak.ik.^kai k.nk.òk.^k.bka* ~ « c - ^ 

e facendo k — ij 3, ec. Otterremo in corrispondenza 
(a-t-x ) 2 = j /(a-t-x, 


= l/a| 

t.3.5. 1 ; 

a.4.6.8. 

i ^1 i/f/i 

f x 1 . x * 

1-4- — 

1.3x3 

1. 3.5x4 

< uà a.4 a* 

rx5 \ 

/ uìi' j - ec y * 

r,* * _»** „ 

2.5x3 

u.^.o.cWÀ 
a. 5. 8x4 

r \ ia Ma* 

3.5.8.11x5 \ 

3.6-9.ia.i5a5 


S.b.y. 1 ->a* 


ec. 


Vogliasi A — — z • Sostituito questo valore nella 
prima della serie (XXXVII) , da essa avremo aviden- 
temente 
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_ _L 

le -r — -/ 

(a-Kr) — f — ✓ l ( i—ii * i(k4 -i)v® 

' ’ * i [/a\ t* TX? tm*Z 

\/[a-*-x) (XXXVIII) 

t(M-t)(afc-+-i')( 3 A-frQj 4 i(L4-i)(a^-t-i)(3A-^.i)(4A-4.i)i 5 \ 

k.nk.àk-^ka* k.%kJà* l .ty.òku$ CC.y 

c fatto quivi < = i , risulterà 

I 

[a+x) * ~ _L = 

[/(a^-x) 


x (i+i)r* 
+- 


ha k.*ku* 


(ivM)(afc-+.i).r 3 

k.zk.ikai 


( i +r)(at +r )f 3 lH-i>r 4 „ \ 

k.*k.Ù 7 \U*. " CC ’ ) 

VII. Finalmente pongasi nella (XXXIII) invece 
dell esponente m 1 altro vip ne verrà 

Tri n m r» ^ J > 

a 

mpimp—iYmp — a ) mp — 3 


mp — t „ 

■ m P a X -+- m P( m P— 0 a 71 ^ x * 


i.a 


i-a .3 a x 3 -t-ec., ma (a-+-x) m ^~((a-*-x) F 
( n .• 178 ) . Dunque avendosi 

( m m — 1 mlm — 1) 

a -i-ma x -4- 


1.3 


. n m — a a 
a x • 


m{m — ai tu — 3 
et 


i.a .3 


rJ' = 




mp(mp — 1) vip — a 

— — - -a x * 

i.a 


mp — 1 

■ ee. l r ~a ‘ ■+• mpa x 
Tnp{mp—i)(mp—u ) mp — 3 

j.a .3 a x 3 -+■ ec. ne segue , che men- 
tre si voglia elevare ad una potenza p la serie 
(XXXIII) , basterà scrivere nella serie medesima in- 
vece di m il prodotto mp. 

200. Scoi. 2. 0 Considerate nel (n.° prcc.) le variazio- 
ni , che presenta la formula Newtoniana, per le variazioni 
dell’esponente, passiamo ora a determinare le variazioni 
eh’ essa medesima riceve pei diversi valori , che possonsi 
attribuire alle lettere sformanti il binomio a ■+■ x . 

I, Cominciamo perciò dal supporre x— — z. 
Avendosi = x 3 = — z 3 , x 4 = - 4 , x 3 =-z 5 , ec. , 
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sostituisco questi valori nelle serie, (XXXIII), (XXXVI), 
(XXXVII) , (XXXVIII) , e ci verrà 

m m m—i rnlm—i) a m(m — i )(m — a) v 

(a—z) zza — ma z-t- - | a - a 2 x 

m-3 m(m— i)(m_a}(m-3) m— 4 , m( m— 

a 7 ^X 4 a z ~ ‘ 1 . a- 3. 4-o 

m — 5 

X a 2 5 -+- ec, 

,-A , I / fez h/h+ih* hfh+itfh-ri/z* 

(a- 3 ) ~ V. 1 ’ 4 " a **" '•»«’ 1 ^ ^ 

h(h+Xj(h+!L)(h+liz k k/h + 1 ){h +*j/h+3)fh+i}z$ ^ ^ \ 

" i.a.i.4,ó« 5 / 


h 

~k k h k ( fez h(k—h) z* hfk—hjf nk—h/z 3 

(XXXIX) l a "~z) =l/^(a—z) — f/'a\ I ~ka fe.afea 1 "" V * afe 3*«^ 

h(k-mh){ afe — fe y/Sfe— *fe/j4 h( k—h f/ak—h J/ik—h )(tfc -~-h)( òk — fe /: 5 

~fe.afe.3fe. 4 fe«4 ” fe.afe.3fe.4fe.5fe«5~ 

— ec.^ 

* ^ 1 . i_ / jz jyfe+i/z» ifk- j -ijf afe-f- 

(a — j)* - fe — l/ («' — Z) fe \ '*'fe«" t * A.afea 1 " + ’ /(.a fc.òfe.a 3 

V ai ' 

if k-k i)( nk+i/f3k-bijz4 ifk+ijf afe-4-i7/'3fe-^i < /(4^- t ~ i ) 3 5 ec 

"*■ fe.afe.3fe.4fea4 * + " fe.afe.3fe.4fe-Sfea5 * , 

Ora paragonando queste con le rispettive serie dèi 
( n.° prec. ) vedesi, che mentre la (XXXIII) Ira tutti 
i suoi termini positivi , la prima delle (XXXIX) gli 
ha alternativamente positivi, e negativi ; e che men- 
tre una simile alternazione di segni ha luogo nelle 
(XXXVI), (XXXVII), (XXXVIII), essa non succede 
nelle corrispondenti seconda, terza, e quarta delle 
(XXXIX), essendo i termini della seconda, e quarta 
risultati tutti positivi , e quelli della seconda tutti 
negativi a riserva del primo 1 . 

II. Facciasi a— — b , xzz—z. In tale ipotesi, osservo 
se nelle (XXXIII), (XXXVI) gli esponenti m, h sono pari. 
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Della elevazione a potenze ec. a*3 

0 dispari: se sono pari, risultando (— b— z)°* = (b-t-z) *V 

- — — , — sA — e» le due serie si conserveranno evi- 
/‘—A—*;* /4+z/ 

dentemente le stesse , cangiate semplioemente le let- 
tere a, x nelle b, z. Che se m, h sono dispari 

poiché allora si ha \—b—z, m = — {b+z ) m , — 1 — — — 
*■ ( • — b — z y— 

' (b+zj * » due 8e “° cambieranno di segno in tutti 

1 termini. Rapporto poi alle (XXXVII), (XXXVIII) 
conviene osservare se sono pari, o dispari i due nu- 
meri , rapporto alla prima h , k , e rapporto alla se- 
conda i , k . Se posti h, i dispari , sia k pari, avre- 

h £ 

mo (-b~z) 1 <=v'{-b-z) h J {-b-z) * = * — ' — r T»an- 

V(— 

tità immaginarie : che se k sia dispari; allora amen- 

h i 

T T 

due le (— 5— z) , (—i— z) saranno reali, e le ris- 
pettive serie o conserveranno con le (XXXVII), 
(XXXVIII) lo stesso segno in tutti i termini , o in 
tutti i termini lo cambieranno, secondoohè h, ì so- 
no pari, o dispari . Se finalmente tanto h, i, come 
k sono pari ; allora dovendo aver riguardo al bino- 
mio — b — z che viene dato negatito , ed a cui in 
h i 

ir h . ir 

b ^ l’ esponente , ed in (— a— z) 1* espo- 

nente— -jjr si riferiscono, converrà ridurre simili 

esponenti fratti alla loro più semplice espressione , 
. T . h i p 

e supposto quindi , oppure = in cui p , 
q siano primi fra loro, le potenze date equivarran- 
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* P 

? * 

„o alle (-b-z) , l-b-z) ; ma per essere que- 

sti », <ì numeri primi fra loro , uno per lo meno 
di essi deve essere dispari. Ciò dunque essendo , 
quest’ultimo caso si ridurrà infine ad uno dei due 
precedenti , al primo se j è pari , al secondo, se q 

III. Pongliiamo x nella (XXXTTT), e s nella pri- 
ma delle (XXXIX)=7|/-i. Avendosi pel ( r» .• « 07 ) 

=- /• , (q/-i ) 3 =- ( f l /~' x ) 4 

{/j/_,)5 = . eo. 

dalle indicate dne serie otterremo 


. / . 1 m— a 3 

m m . m — .1 mf m — T ' „ *■ — 

(a-t-tf/— l) =« -t-rnu 77 

mlm — ,V m—oì m "" 3 f R | / t [ m(m i)(m a)(/77— ^j a 

m K i.a.3-4 

*>•/**. Ai 77Z*“*5 


— i)(nt— a^*" — 3 )(m— 4 1 ) " 2 “~^ J / t „ c 

TT3.4.5 a f 1 / 


m w m — 1 

(a — 1\/ — 1 ) =a — ma 


rnf m — 1 m a .» 

t\/~' — fl ' 


. alfm— 3 / 

m — f)(m— 2 ) %./ — — — — — g-: a 

~~2 a /q/— 1-*- i.a.3.4 

to/' m — 1 )( m — a )(m — 3 /m ° 1 eC 


■u 


— 1 . 2 . 3. 4-5 

per conseguenza raccogliendo separatamente tutti 
termini reali , e tutti gli immaginar] , sara 


L lOUUmi 9 « v 

m ( m m ( m —i) ”*•—* . w(m— i)(m— a>(m— 3 ) 

w/jZ-i) =(« — — 3 1 1 X 3.4 x 

m — 4 . \ , 

i t*—ec.J V 

)(m— a)( 

1 . 2 . 3-4‘S 


m— 1 m(m— T)(m — 2 ) 221 3 

[ffl« t — ' a * 


1 . 3.3 

«Im-i Um- aVm— 31(m— ■ 4) m— 5 


a 


5 — ec.^i/ — 1 

(a — /j/— •i)"* 
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Della elevazione a potenza ec, aa 5 

in / m m(m— 1 ) nj— a m(m— i)(w— a)(m— 3) 

(a— 4 /"— i) = — j.a a **■+■ X 

m—4 \ { m—i m Cw— i)(m— a)(m— 3 ) »*— 3 

a / 4 — «ec. ) — ( tu« t— ~ », 4 .i a * ‘ + ‘ 

m(w~~ i)(/n—a)(m— 3)(m— A) ff»— 5 \ , / 

1 r-rr « <5— CC. )V * 

l.a.O. 4 ^ / 

IV. Cambiata nella serie (XXXIX) la z nella 
x, somminsi esse 1 ispettivamente con le (XXXIII) , 
(XXXVI), (XXXVI 1 } , ne verrà 

m m / m 

(a~^xj -(-(c-o) — 2 f >.z 


/ \ TtlS 9 

m(m— i)a x* 


m(m — i)(m — 2 Ytn — Va n ~~^ ec 


t-z.à 4 


) 


h(h — Qx 1 h(h—\)(h — o)(A — 3)r4 

K ~ j.a.3.4a4 


t » _* / /«(A— i)j 

(a—xfi — "oV^l'+- i.aa* 

■+■ ec. ^ 


h(k-— h)(ni— h)<3k— h)x* \ 

^ k *k.'òk.+ku* ~ eC '/ 


1 * j Ì(k-*-ì)x* i(J-+i)(sfr-*-i)(3*+?)* 4 \ 

^ “ * \ IH *X^ r ’ + ‘ k.ik.ik.^ha* -t-ec.y 


I k 

V ^(<j— yV 

c sommando insieme le (XL) , otterremo 
. ^ , / m(m~- 1> m— a _ 

ij*= a ^a« — — a i* -+- 

m(m—t)(m — a)lm — 3 ) 771—4 , \ 

7 JT 4 — « / 4 -ec.;- 

Che se le indicate serie sottraggansi fra di loro, risulterà 

771^—3 3 

/ n.—t m(m — i)(m — a)* x 

(a-+-x ^—(a—x i>n— 2 ! ma x-+- ^3 

i5 
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m( m — T)(m— ^)(/n — 3 )(m — /\)a m \ 

i.a.3.4.5 ec. f 

1 t a / h*_ i/'A-f r)(h+.*lx$ 

(a+a,A ( i-~j.fi *” \ a j.a. 3 a* 


hfh-i- t )fh’\‘i)fh-^Zj( h-j - 5 


1 a.i.^oaS 
A k hf hx 
ka 


h ec 


4 . 

t * A/ 

V 


* h k 
|/(a-Kr) — |/'(a-rx) 

h/k-~ , ij/*k—h/{tk—h/f4. k~ h)r 5 
k*k.Ak.qk.5ku$ 


) 


li(k—h)(*l-~h)A 
k.ak.óka* * 


— — *^ 5 C 


) 


* A 

|/'(a-t-x/— 1/(7— T/l |/u* 

i[ k-\ i 1(1 ì //3 i ) ’ 5 

k.ak.Òk.^k.òkab 


* / ix_ ifk+i ){zk+,i)xl 

A ^ \ Aa k.jk.ók** "** 

■) 


-♦'ec. 


to — i m(m — *n — S 


, , . m mr-i m[m — 1 

(ia- 4 *.'|/*- )-»(a— — 2 (//j« £ — » |.a. 3 . 


m(m — r t)(m — — 4 ) m—5 \ 

|.a.3.^5 ’ a *♦>< PC, / , 

V. L,’ andamento costante , con cui procedono 
tutte le serie finora determinate, fa sì, che potremo 
agevolmente protraerle quanto fa d’ uopo, l’un ter* 
mine deducendo dall’altro, giusta la regola stabili- 
ta dall’andamento medesimo , Allorché m è numero 
intero e positivo; quanto si è detto nel (II, n. *204) ei 
somministra bensì un metodo facile , onde ottener# 
lo sviluppo della potenza (ff-wì"% ma se a, ed m so- 
no numeri determinati, potremo più agevolmente 
aneora ottenere lo sviluppo medesimo nella manie- 
ra seguente . 

2v6. Probi. 33 .® Esporre un metodo pratico ì 
onde ottenere con facilità lo sviluppo della espres- 
sione , per esempio 3 (x-*-a'>)A , 

Sol. Scritto in (A. XLI) il coefficiente a del ter- 


I 
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Della elevazioni a fotbnza ec, *27 

mine 2 p > pongo alla sua destra il numero 3 , che 
moltiplica (x-t-2 /?) 5 , separandolo dai a con una li- 
neetta verticale ; quindi moltiplico il 3 per a , <3 
scrivo il prodotto 0 in linea orizzontale e alla de- 
stra del 3 : moltiplico questo 6 per lo stesso a, e al- 
la destra del 6 posto il prodotto 12, moltiplico il 
sa pel solito a, e colloco il prodotto a4 alla sua 
destra , Proseguo così ad operare, moltiplicando suc- 
cessivamente per a , finché nella prima riga otten- 
gonsi tanti risultati 6, n, 24, 48, 96, quante uni- 
tà si contengono nell* esponente del binomio dato, 
nel nostro caso cinque. Ciò fatto , scrivo di nuovo 
il 3 in una seconda linea, e nella seconda co- 
lonna, cioè sotto del 6, lo moltiplico nuovamen- 
te per a, e sommata il prodotto, che ne viene, 6 
col numero, che gli è di sopra, cioè con l'altro 6, 
pongo alla destra nella istessa linea il risultato che 
•ne nasce, cioè il 12, Moltiplico questo ta per 2, 
ne sommo il prodotto 24 col sovrapposta 12, e col- 
loco nella colonna quarta il risultato 36 , Moltipli- 
cato il 36 per 2, e sommatone il prodotto 72 col 
sovrapposto 24, scrivo il risultato 96 nella quinta 
colonna, e pongo finalmente nell'ultima il n 240 
nato dal sommare col 4^ ‘I prodotto del 96 per a , 
In seguito posto il solito 3 io una terza line, a e 
nella terza colonna sotto del 1.2 opero su di esso 
come precedentemente, lo moltiplico cioè per 2,0 
sommato il prodotto 6 col sovrapposto 12, scrivo 
nella quarta colonna sotto del 36 il 18, che ne vie- 
ne; colloco sotto del 96 il risultato 72, che ottie- 
nesj dalla unione del sovrapposto 36 con il prodot- 
to del per a , e moltiplicato infine il 72 per a, 
pongo la somma 72.2 96 ~ 240 nella colonna ulti- 

ma . Replicato poscia il 3 in una quarta riga, e 
nella quarta colonna, seguito ad operare nella soli- 
ta maniera, e scrivo nella quinta, ed ultima colon- 
na i successivi risultati 24» ta°> die ne nascono. 
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In una «pinta linea e nella quinta colonna pongo il 
S , e ne determino eoli’ accennato metodo nella co- 
lonna ultima il 3o; e in questa colonna ultima fi- 
nalmente scrivo in una stessa riga il solito 3 . 

Ciò fatte, prende i numeri dell’ ultima colon- 
na , e appresso al 3 scritta la potenza a;*, appresso 
al 3o il prodotto px l > appresso il i2e l’altro />*x 3 , 
e cosi di seguito, colf annientare sempre di i gli 
esponenti della p, e diminuire di i quelli della x, 
avremo pel richiesto sviluppo 

3(x-+-ay7) 5 =3x 5 '♦-3o/»x*-+-l20y7 :, x 3 •+•B4 ^ J o3 • ^ *■ 4 ■ 2 4 0 / 7<;r ■ 4 '9 ^ V ,5 * 

5 

Se le espressioni «fate siano le {x-k?) 4 , (x ji 6 » 

opererò in ( B, C XLI) nella maniera medesima, av- 
vertendo, che in questi due casi, avendosi {x-t--]^*^ 

>X(x+-) 4 , (x-Ì-) 6 =iX(x-j ) 6 , deve porsi r, 
laddove in ( A. XLI} si pose il 3 , e che nel primo- 
di essi si ha pxz j, e nel secondo p~ Dun- 


que sara 
( * 

( X _A,6 =X 6 

■ o ' 


7 ) 4 -- * 


4 -» 

3o 


a8r 3 


■ 294^* 

x *— 1 


A^^4_ 3500 r .< . 83 7 s 


1 56a5 


i 37 *x- 
337 

9 4 


a4oi , 


x — 


>875* 


Vedremo in luogo più opportuno la ragion© di 
questa operazione 
A 


a)3, 6 , jb, 24, 48, 96 

3, 1*, 36, () 6 , 240 

LI) 3, 18, 72, 240 

3, 24, 120 


3, 


3o 

3 


B 

?( r » 7 > 49» 343, a4or 
14» *47 » i3 7» 

j, ai, 294 
1, 28 
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* C 

Sji, 5, aó, xa5j 6a5, 3ia5, 1S625 
I, i<^ 73, 5oo, 3xaó> 18750 

j> j 5, i5e, i s5o-, 8372 

• 1 j, ao, a5o, z 5 co 

s , a5, 3j5 

• i> 3o 

1 • 

207. Scol. 3.* La formola Newtoniana serve eziati- 
vlio per elcvarè a potenza un Polinòmio qualunque. 
Volendosi difatri in miliare alla podestà m il trinomio 
’a b 3 , faccio b-\-z — x, e invece della x collo- 
co uella (XXXIII) , 0 per iscrivere più brevemente 

nella (XXXIV), quest© valore, ne verrà (n-*-b*-z) m zz 

a’ n -*-Tla n * -+- C« m . 2 ( , A+-r) i -4- Da m ”*^;4-;) 3 4- ec.; 

trovo col mezzo della Formola stessa le potenze i 
a. - , 3.*, ec. del binomio b-*-z; le sostituisco, e ci 

risulterà il cercato sviluppò di (rt-t-^-t-z) 7 *-. Se la quan- 
tità da elevarsi alla potenza mesiina fosse un qua- 
drinomio; per esempio il quadrinomio a+- b - 4 * c -+- z , 
posta nella (XXXIV) in vece della x 1’ espressione 
b-*-c-+-z , ed ottenuto così 

( £ n-J^ c -j-z) m éro” ì -*-na w , (i4-r-+-z)*f-Ca w ““ a (b-t-c-t-z )' 1 
D« mr3 ( b ■+■ c ■+■ z ) 3 ■+■ ec. 

col metodo ora indicato troverei le potenze i/, z.*, 
$.*, ec. del trinomio b-t-c-^z, le sostituirei, e ne 
verrebbe così la richiesta potenza del quadrinomio 
dato . È chiaro che lo stesso si dice , e si pratica 
se la quantità data sia composta di cinque , di sei , 
ec. termini . Siccome però questo metodo suol esse- 
re assai lungo, e brigoso, non sarà inconveniente lo 
stabilire una regola generale, e semplice, per cui 
potremo sempre innalzare ad una qualsivoglia po- 
tenza un dato polinomio qualunque . 

ao3. Probi. 34-* Supposta la potenza 
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(XLII) {a-*-bx-*-cx % -*-dx }i -*-ex 4 -4-er . -+- ux h i m = L-*.Mx-4-Nx * ■+■ Px* 

-+- Qx 4 "4* ec. , 

in cui a , b , c , d y e , v c. siano tante quantità rie. 
terminate, la x indeterminata, e l’esponente m sìa 
intero o fratto, positivo o negativo, cercasi il vaio* 
re dei coefficienti L, M, N, P. Q, ec. 

Sol . Facciasi a-4- bx -t* ex *-4-«/x 3 ■+■ er 4 -v. ec. ~y , 
ed aumentata la x di una quantità indeterminat i z t 
snppongliiamo, che perciò la^* divenga y-t-Z, onde si 
abbia 

y ■+■ Z = a -+-i(.r-f.;)-f-'-(r-+-r)*-4-7(x-+-:) 3 -4-e(x-4-r) 4 -4- ec.™ 
u-t-* bx + 'x* + «ix 3 -+- f x 4 ■+■ ec. 
t i 4 -h ec. ) 3 - 4 -ec. ( lll.n. 20 3 ), e pe* 
rò Z = (ò-4»2cx-4-3y/x* ■+■ 4<'x 4 ■+• ec. ) z «4» ec. Sarà ancora 
(je4-Z/ m j=L-4-AT(r-4-r)-4-N(r-4- )*-4-P(x-4-z) 3 -4-Q(x-+c) 4 -4- ec. 

— L -4- Mx -4- Nx* -t- Px 3 -4-^x 4 -4- ec. -t-jM+oN* 
-+- 3Px* -4- 4Qx 3 -*- ec ) s -4- ec. , 
e quindi, sviluppata la (y*4*2j w , avremo 
my m ~'Z -4- ec. = (M-t-aNx -4- 3Px*-4--|.Qs 3 -4* ec. ) z -t- ec. $ 
e posto invece «Iella Z il suo valore, risulterà final- 
mente pel ( I. n. D 2 oa ) 

my nr ~‘(b -4-acx "4- 3dx M ■+■ 4**x 3 -t- ec.):=(M-4-2Nx*4-3Px* -4- 
4Qx 3 -t- ec. ) z . 

Divisa ora quest’ ultima Equazione per z, e molti- 
plicata per y, pongansi invece delle y, i valori 
cor rispondenti ; otterremo 

to(L-4-Mx-4-Nx*-4-Px 3 -4-Qx 4 -4-CC ) ('m-JXX-4- 3«/x* -4- 4^X 3 -4» 

5 /ir 4 -4- ec. ) r: (M+iNr+ tPx*-+- 4Q^ 3 *+‘ 5Rx 4 -4- ec. ) 

( «-4-/»X-4-CX S -4-«/x 3 -4- «X 4 -4- ec. ) 
ed effettuata la moltiplicazione, sarà 
tnb L W ( ÒM -4- 2 cL ) T -4- rn ( ÒN -4- 2 rM -4- 3</L ) X* -4- 
m(bi* -4- 2cN -4- 3</l\l -4- 4eL ) X 3 -4- 77l(iQ -4- 2cP-*-3^N-4-4e]VT 
- 4 - 5/ì )r 4 - 4 - ec. =raM- 4 -( 2 /iN- 4 - , ;M)r- 4 - ( 3 aP- 4 » 2 ^N- 4 -cM)j.* 
•4- (-pzQ-4- 3ÒP-+- 2 cN -4-c/M)x 3 -4- ( 5«R -4* 4 ÒQ -4- 3cP -4- 
2 rfN - 4 - eM) x 4 -t- ec. 

Dunque per la supposta indeterminazione della r. 
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e pel (I. ti. • aoa) avremo le Equazioni 
= rnbh , a«N -h &M —m\b VI -t- acL) , 

3aP-+- a£N -+-cM = m{ &N ■+■ arM -4- 3dL ) , 

4«Q 3iP -+- 2 cN -4- clM— m(b P -+- aeN -4- 3<VM -4- 4eL ) , 
5aR-4-4^Q‘ t '3cP”4-arfN-+-eMi=M(iQ-4-acP-4-3fiJN-4*4 e M-4“5yL) > 

ee. 

dallo quali avendosi <. 

c M — rnùLi , * 

2aN=r (w-^-i)iM4-2TOeL , 

3«P = (m^2)/yN-4-(:>/7z-— 1)< M-4-3meflLi , 

4*Q — (m—-$)/7P-4-(sm — 2)oN-+-(3m— i )</M4*4 twcL , 

5aR— (/«— 4)^Q*+*(aw““3)cd , *+-(3/7i- ta -a);/N i 4»(4w~i)^M-4*5m/L 

ec. 

ed avendosi Lìsta*, come apparisce dal porre nell’ 
Equazione ( XLIJ) £=: o , potremo ottenere successi- 
vamente il valore cercato de’ coefficienti M > N> P > 

Q , ec. e ci risulterà difatti 

L = a m , 

M rr b , 

N _ m(m , 

* a 

r — a .3 ' . * 

Q _ 7»(m— iVw— aVm— to *.3 a _ 

— • . , - i* ” ■• » " 1 **■■-■ i ÌA C 

a. 3.4 a 

< » m-ay. w'm— r) m — a a m—t 

m(m— \)a va,-*- a t a -4 -rad <• 

' * a •* 

m'rnr— i)(m — ■ 3 )(w— 4) f£ W— -0^3 t 

H = a.3.4.5 O ' 


<r4-w(/7Z'— i)» m ” a Ae4-7?i(m**“i)a *cd-+-ma. f, 

ec. 1 

’ 209. 5co7. 3.* I. Osservando P andamento dell© 
Equazioni (XLIII) > vedesi^che chiamato V** il ter- 
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i3a ' Par^e II. Capo lt. 
mine generale «Iella serie,, a cui si uguaglia H Poli- 
nomio supposto (XLII) , chiamati \Jx k ~ l , 

Sx , ec. i termini che Io precedono, e chiamati 

k k — i . h - — a A*— •} . . . 

car , vx , tx , sx , ec. 1 termini corfispoU- 

dcnt. del Polinomio, dovrà essere 
ka\ T ~(m — (£— i ))5U-4 -(:ìto — (£-* }))cT-*[?>m — [k— 3))</S -+• ec* 
■+■ ((/* — d)/«— a^P-*-((A — a)w — a)/Ì'i-s-((A— i )//i~i)rM-t-Àm;L* 
c * * * k fc~~~ r 

Se i termini zx. , vx , ec. manchino nel Polino- 
mio dato , basterà nella Equazione ora truovata por- 
re in corrispondenza z = o, vzzo, ec. 

II. Osservando poi le (XLIV), truovasi che 9i con- 
serva in esse un andamento costante, por cui potremo 
tostamente determinare i coefficienti successivi L , 
RI , N, ec. , senza dovere sciogliere le Equazioni 
(XLI1J); truovasi difatti che uno qualsivoglia di ta- 
li coetiicienti , per esempio V si determina i .® , col 
moltiplicare ciascuno dei termini , che formano il 
coi lisciente che lo precede U, per l’esponente della 
u, diminuire 1* esponente medesimo ili un’unità, 
moltiplicare tutto per b, e dividere ciascuno dei ter- 
mini per l’esponente, che in esso acquista la b: a.® 
col moltiplicare nel coefficiente antiprecedente T 
ciascuno ilei termini , che è mancante della b per 
l’esponente della a, diminuire questo esponente di 
tino, moltiplicare per c, e dividere per 1’ esponen- 
te, che acquista la c : 3.® coll’ eseguire in S le stes- 
se moltiplicazioni per gli esponenti della a , e lo 
stesse diminuzioni di un’ unità su tutti i termini, 
che sono mancanti di amendne le b, c, moltiplicando 
pere/, e dividendo rispettivamente per gli esponen- 
ti » che acquista essa d: 4.® col ripetere le moltipli- 
cazioni e diminuzioni medesime degli esponenti della 
a su tutti i termini precedenti ad S , i quali son privi di 
tutte e tre le lt, c , d, moltiplicando poscia pere, e 
dividendo per gli esponenti della stessa e : 5.° col pro- 
seguire sempre simili operazioni finché si giunga al 
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Della elevazione a potenza em fe3S 

éoefficiente primo della serie, cioè ad L, od aU’utj 
Tubo del polinomio dato: 6.* e finalmente col Som- 
mare insieme tutti i risultati, che operando nella 
guisa indicata , sortosi ottenuti . 

aio. Probi. 35.* Esporre il metodo praticò, on- 
de ottenere speditamente i valori dei coefficienti L , 
M, N, ec. nella (XLI1) . 

Sol. In conseguenza di quanto si è dettò nel 
(II .n.°prec.) scritta in IXLlV) in una prima riga l’E- 
quazione L = «**, moltiplico il termine a"* per l’espo- 
nente m , diminuisco questo m di i , moltiplico pei? 
b , e pongo il risultato ma m '~' b , che ne viene, nel- 
la seconda linea =M. Moltiplico il termine fndT r ~'b t 
a cui si uguaglia M, per l’esponente m — i della a , 
diminuiscodi r questo esponente, moltiplico per 6, e 
giacché b acquista perciò l’esponente £ , divido per a il 
termine risultato . Poscia moltiplico per Hi il termi- 

mine a m — L , scemo di i l’esponente, e moltiplico 

, » 77l(77J^"*T) 

SI risultato per pótigo la somma * — ” — a b % + 

ma' 1 l c in una terza rigai=N; Moltiplico amenti uo 
i termini di N rispettivamente per gli esponenti 
ni— a., m—i della a , diminuisco gli Esponenti stes- 
si di r, e moltiplicato per b , poiché il primo di 

? uesti termini viene a contenere £ 3 , ed il secondo 
, divido quello per 3 , e questo per i ; In se- 
guito tralasciato il valore di M , giacché in esso 
non avvi alcun termine mancante dì b, mi porto al 
Valore di L, e ridotto questo per la solita regola 

ad di/" 1 , lo moltiplico per d , ed ih una quarta 

riga colloco tignale h P la somma “ " X 

a m ^b 3 -+ À m(n:—“ )'i™~~ !i bc-*-ma ,yi l d. Così proseguo 
sempre giusta il (li. ri. 9 prec.) ad operare finche truovansi 
delle lettere a nei termini successivi, ed in tal guisa 
otterremo, come è stato richiesto, i valori di tutti i Coef- 
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* ? 4 Parte II. Caro II. 

fidenti L j M, N , ec. I seguenti due esempi rischia* 
reranno maggiormente la cosa* 

Vogliasi la terza potenza del quintinomio 
a+bx+cx W-i-rx 4 , e ia potenza quinta del qn». 
drinomio ^W^J. Posto nel primo di questi 
d ue^casi (^♦ C *'^3 +ea 4j3 = L o q Uerrè 

M=3 a*h 
N= 3ab*-+- 3a*ó 

tYt Vi 

' * 'Q-3b i c+6abd-i-3ac*-i-3a i é 

S=3£ a e-*-6ic/A4-c 3 -Miaee-»-3aa 4 

T=6^ce-t-3tó*-H3e*.y-t-6a</« 

V —bbde-+*3c % c-t-3cd % -+~3aeA 
U— 3 bt *-t-6c de-*-d 3 
X~icr a -t-3 u*e 
Y=idc* 

Z=e 3 


e fatto nel secondo caso L-**Mx-+*ec* ^(a^x^x 4 -»-^ 5 } 5 * 
ci verrà 1 

L-a* 

M=5 a*b 
N=i oa 3 £ *-4-5a 4 c 
P= i oa*/!/ 3 -t-2oa 3 ^c-*-5a 4 <i 
(XLVI)Qrr5a^'*-t-3ort*A*c-4-2oc 3 j5</-4-Toa 3 t 4 

R=Z> 5 - 4 - 2oab 3 r-t~3ca ì b *d-t- 3 oa*^. »-+- 20 a 3 cd 

S=5i 4 c-t-20a/' 3 (7-4-3oaZ ,a ',*-+-6otì 4 r<'/Z , -+- j o«*o 3 -»-i oa*^ 
T=5Z<V-i-ioA 3 r; a -t-6oa// a c</-+-20rt^; 3 -+-3oa a ^ , -+-3ofl a *.Ì 
\ T =20b 3 cd-t-iob*r 3 -t-3oab % u i -*-boab, % !-^3at*-^-3oa* a % 

U— 1 ob 3 u % -*-3ob x t M d-*$6c*-*-6cabrd a -+-20(7cj 3 i/-+-toa*a Ì 

X—iof % rd % -+-2.cb< 3 d-t-2oabd 3 -ì-c 5 -t-3oa<. % d* 

Y—iob % d 3 -+-3obr x d*-*-3c i d-i-2.QacU* 

Z~2obcd 3 -¥-t cc 3 d % -¥ i bad^ 

A b //*■+• 1 0 v % dK 

B— 5 cd* 

C=zd b . 

/• 


è 
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Bella elevaziows a potenza ec» *Y5 


Si». Scol. 4 -* I* Supposti nel polinomio (XLII) 
«mendue i numeri m^h, interi e positivi , è chia- 
ro, che la serie L^-Mr+Nj^ec, giungerà lino al 

termine che contiene x mfl , e però che mh- 4-1 sarà il 
numero totale de’ coefficienti L, M, N, ec Così 
nel primo dei precedenti esempi avendosi A = 3 * 
4, il numero di tali coefficienti si è 4 - 3 -s- 1 =1 3 * 
e nell’esempio secondo poiché h — ì, m—S, il nu- 
mero istesso si è 5 . 34 » 1 — 16 • Quando, poi, tanto m , 
come h sono dispari > essendo mh dispari , 1 accennato 
numero mh •+• t de’ coefficienti sarà pari, e sarà questo 
dispari, quando, o entrambi gli ra, h, od uno di essi 
sia pari. Ciò vedesi attualmente negli esetnpj indicati. 

II. Chiamati nella (XLII) uxh, vx , sx , ec. 
gli ultimi termini del Polinomio, e Zr , Yar » 
Xx m/z “" a , ec. gli ultimi termini della serie corris- 


pondente, pongasi x = -j-t l a (XLII) diverrà perciò 


c 

t* 


s v u \ m _ M 

ec . ■4-7t=r + 7S=r + - s ; ~h*- T - 


(o-t-A. 

N * Y ± 

__t.ee>-*- 

e moltiplicato tutto per tmh , otterremo 

h A— 1 A— a m mh mh — A 

[at -+-*>}■ -t-ci -*-ec. •+ • si % -*-vt-*~u) =L t -+-Mf 

„ m/2— a ... 

Ni -4. ec. - 4 - X/* -+- Yi - 4 - Z , e quindi 
A— a h—i A m 

(u-+-ri- 4 - 4 /*- 4 -ec.-f-ei *4 -bt -*-at ) — Z- 4 -Y/- 4 -X/ 1 - 4 -ec. 

mit — a mh > — 1 mh 


- 4 - Ni -+- Mi - 4 - Li . 

Ora cercando, come nei ( n.* ao8, 209, 210) dipen- 
dentemente da quest’ ultima Equazione i valori del- 
le quantità Z , Y , X, ec. > è chiaro pel cit. '* (n.*2<SS); 
che come colà si trovarono i valori (XLIV) delle L, 
M , N , ec. espressi con i coefficienti « , 5 , c , ec. , 
cosi quivi si otterranno i valori delle Z, Y, X, ec. 


\ 
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à3g pARfE II. Capo IL 

espressi pei coefficienti u, v, s, eo-ou de ésseud* 
Z~u m 
Y=mu m 7 v 
X _ 


ec. 


il valore della Z altro non sarà che quello della L 
cangiato « in u; il valore della Y sarà lo stésso ché 
quello della M cangiate le a , h rispettivamente nel- 
le u , v; il valore della X lo stesso che quello del- 
la N ^ cambiate le a , b, c corrispondentemente nel- 
le u, v, e così di seguito. Ma i coefficienti Z f 
Y , X, ec. , u , v y s , ec. altro infine non sono che gli 
ultimi coefficienti; Quelli della serie, e questi del po- 
linomio supposto in fXLII) (re.* 208), e gli altri L , 
M, N, ec. a, b , c altro non sono in corrisponden- 
za che i primi . Dunque truoVati mediante il (a* 21 c) 
i valori dei primi coefficienti L, M, N, ec. in nu- 
mero di — - quando tanto m , come h sono dispa- 


^ mi * • 

ri , e in numero di — in caso diverso (prec. I. ) ; ©t- 

„ ,, 171/2 -f 1 

terremo gli ultimi Z, Y, X, ec. in numerò di - — » 

ovvero ~ » cangiando semplicemente le lettere a y 

b , c, ec. rispettivamente nello u, v,s, ec. Perciò 
nel Secondò degli esempj del (n* prec.) avendosi nel 
quadrinomio a-t-bx-t-cx^-i-dx* dato, a coefficiente pri- 
mo , d ultimo, b coefficiente secondo, c penultimo* 

, 5 , 3 -f 1 ir,_ a 

ottenuti in (XLVI) i valori dei primi a — J 

L, M, ec. S, T coefficienti, cangiando semplicemente 
a in dy e d in à ; b in c, e c in by da T ricaveremo il 
valore di V, da S quello di U , e così in progresso, 
fucilò da L si avrà il valore del coefficiente ninni* 
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Della, elevazioni a fotenea ec. .*5». 

<5. Nell’ esempio primo poi giacché nel dato quinti - 
nomio ar*-bx-*-cx t -*-dx 3 -t-ejc* t a , ed e sono i coef- 
ficienti primo, ed ultimo, b, e cL 9ono il secondo, 
ed il penultimo , e c essendo di mezzo non ne ha al- 
cuno corrispondente , avuti i primi ^ =: 6 coeffi- 
cienti L, M , ec. Q, R, col cangiare a in e, ed e iu 
<1 > b in d , e d in b , e col lasciare c come si truo- 
va , da R otterremo T , da Q si avrà V , e così di se- 
guito, avvertendo, che in questo caso, poiché il nu- 
mero totale 3.4-4 -i=i 3 de’ coefficienti L , M , ec. 2* 
è dispari, il valore del coefficiente di mozzo , cioè 
di S converrà ricavarlo colla regola del ( n.° aio ) 
dal precedente R. E facile poi a vedersi, che sotto quel 
Cambiamento di lettere, per cui dai primi coeffi- 
cienti ricavansi gli ultimi , il coefficiente di mezzo 
non cangiasi punto di valore ; e quindi che S iu 
(XLV) per la permutazione di a in e ec. rimane lo 
stesso . 

III. Se nel Polinomio dato manchi qualcheduna 
dello successive potenze della x y conviene porre le 
potenze mancanti tra le parentesi , apponendo loro 

f ter coefficiente lo fcero . Mentre vogliasi elev-rc al- 
a potenza per esempio terza il polinomio a-t-ix 3 —fx s y 
lo ridurrò prima alla forma a+oX-r+oX r'-w/^+oX 
:r 4 -t-/r 9 , e poscia opererò come precedentemente su 
quest’ ultima espressione . 

IV. Se il Polinomio da innalzarsi alla potenza 
m sia a-t-£>-t-c-w/-+-e-*-ec. ; poiché questo altro non è eh® 
il considerato finora, mentre si faccia x=i,ne seguo 
cho otterrò la potenza cercata, operando come di so- 
pra , 

V. L’esponente m nella (XLII) se invece d’ es- 
sere intero, e positivo, sia negativo, o fratto ; ot- 
terremo pei ( n. ar .3 , ao8 , 209) la potenza mesima 
del Polinomio , operando nella maniera mede sima * 
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Parts II. Caro II, 

In questi ultimi due casi però 1 * operazione noi 

avrebbe fine , . , , ... 

a 12. Probi. 36 .* Cercasi la forma generale di 
ciascheduno dei termini , che compongono il Poli- 
nomio (XLII) gì* sviluppato, ossia si cerca il fer- 
inine generale del Polinomio medesimo , ' ' 

Sol. Sia per maggior chiarezza (u-+-bx-*-cx*-+-dx s 

il Polinomio «lato. Suppósto « 

onde \u+bx+cx*+ilx*+' x**—^*- F> l’espressione 

pf—n n 

Qa s 


n 

tara il termine generale della potenza (a-t-z) 

n 

(II. ».* 204). Facciasi ex* dz*-t- e i* -;:', onde z “ 
n w 

(bx-t-z') , ed (a-+-:) )"«. Poiché pel citato 

n — p n—p p 

(II. n.* 204) Q'A x z esprime il termine gene- 

m — n n 

Tale della (^x-t-z') , 0 poiché abbiamo Qa z “ 
m— n m 

Qa (bx+z'i m j il termine generale della 

1 » — n «■ — p n+~p p 

sarà QQ'a b x z , 

Si ponga r/x 3 •+• ex 4 — z" , e quindi zz (ex* -+■ s”) # 

m m 

(a-+-bx’+’z') ~(a-t-bx•^r•cx*• 4 -z , ') . Il termine generale 

della (cx*-*-z”f esprimendosi da Q"c‘^~^ x^ ^z" * 
. m—a n—p n-~p p m—n n — p 

ed essendo QQ'a b x z zzQQ'a b x 
p m 

{cx*+z"} il termine generale della (a-+- l >x-*-cx*-*’z") 


sarà QQ'Q"a 


n n —p n+p—zq q 


Fatto ex*zzz'", e però z"^ —(rlx^^-z'"^ , (a-*bx-**x*+z") - 

zz(a + bx -x-'-x* -t- dx 3 -t- z"' )” ; dalla espressione 
q — r 3 j— «3 r r s 

Q'"^ a> «'.! venendo rappresentato il termine 
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Della elevazione a potenze ee. #3} 

q 

generale della potenza {dx 3 -+-z'”) , «ara 

QQ 'Q''Q"'a”‘ _ V^/ - V~ r / + ^ f - ! Vv 

il termine generale della (a-*-bx+cx*-t*dx 3 -*-z"') m ; • 
collocato in vece della z" il suo valore ex 4 , si ot- 
terrà finalmente 

QQV'Q’"^ b~ P /“V r / a ,"+7+»+' , (XLVIlj 

pel termine generale della , 

Ciò posto 

iy Sia m numero intero, e positivo, In questa 
ipotesi si ponga 

1.2.3 ,..,m==A , i .2.3 .,.,n™ A', i.s.3 ..., i.z.Zp~ K" , 

1.2.3 ....?== A'", i.a,3 ..,. r;= A"" } pel ( III. n.* 204 ) 
Otterremo 

rv m(m— t )(m—i ) . . . (m-n-h 1 ) w(n— i)(n — a)...(/i-/4ij 

V— A* ' > V — ’ A* 

Q" y(y— iKy— -^+ 0 ♦ 

A ^ A 

Ora essendo m numero intero , e positivo dal ( IV. 
n.° ao4 ) è facile a vedersi dover essere m non<n, 
e deve essere n non <1 (n.°ac4) , Dunque risul- 
tando m— n -+- 1 un numero intero e positivo non > 
e non < 1 , si uguaglierà sempre ad uno dei nu- 
meri 1,2, 3 , ec. , e quindi scrivendo il prodotto 
i.2.3...nt al rovescio avremo 

m(m— -i)(7n— 2)...(m-“n-+-i)(/n— 7i)(777--n“" 1 ) •••t®. 2 «* = A , 

0 per conseguenza essendo 

Q = ra.3...(t-n)A’ » Nel1 * 8te6S1 
maniera si ritrova Q 1 = - Q"~ , > 

^"--7 .a.3 : . A ( ? -r)A " ' Dun< I Ue rÌSU,terk 

00'0"0'"=r - 

XXX X |.a,3.. .(m— n). x .2.3.. 4/1— p). t ,a.3...(p-- y). 1 .a. 3. (f— . r) A”*, 
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Paiitk II. Capo II. 

Facciasi m—n—s, n—p—h, p — q—'h q—rzzk, r==? • 
queste Equazioni avendosi n—m — gip—n- m ' l ,q — p~~ l t 
r=q-k~l , con le successive sostituzioni otterremo 
n~n % — g, p—m—g — h, q—ni — g h—i, r — m g-h-~i '—k , 
e per conseguenza n+p-^q-*-'— Dun- 
que sostituiti onesti valori nel termine (XLv II), e co - 
locati invece delle A, A"" i loro valori esso ^erra 
t . a . 3 « gbikl 

i.a.à...^.i.a.3..../*.i.a.3...».i.a.3...i.i.a 3.../ a hcd ex 


e questo sarà il termine generalo della potenza mP ~ 

sima del Polinomio dato, ove si avverta, che nell 

. • 1*1 .1 


esponente delia x la lettera i n , e quindi la g deg- 
giono avere un coefficiente, il quale uguagli il nu- 
mero dei fattori, a, h, c, d, ec. , che entrano nel 
termine, diminuito di un’unità. 

Sia per esempio g—i t h—i , i — a, entrando 
nel termine i soli tre fattori a, b , c. Dal prece- 
dente termine generale vedremo risultarci iu questo 
caso particolare 

t a. 3 m 3 a a m—j 

■ a bc x 


j. a. 3.i. a. 


a.* Non sia l’esponente m intero,© positivo. la 
questa ipotesi quantunque non sia intero e positivo m 
pure risultando interi, e positivi i numeri n , p , 
q , cc. (zi.°ao 7 ), avremo, come precedentemente, 
n non < p , p non < q , ec. , e quindi per V , 
Q" ee. gli stessi precedenti valori ; ma m Prendo 
risultare < n , dovrà per Q ritenersi il valore (XXX> ), 
e quindi ritenuto n--p — ì ì q—r — k, r—l, il rie le- 
sto termine venerale sarà . . 


■n hi kl 3n-C?M-3H-*) 

c d ex 


- 4 — termine generale sarà 

mirri— i)(m— a) ... ffft— w- f»l) a 1 71 

i.a.3...A.i.a.3„.i.i.a.3...Àr. i.a.3.../ 

Volendosi m intero, e negativo; posto m » 
pel (V. 7j.*ao4.) esso termine diverrà 


t(t — iHr— q)(t — 3)...f t+n — il & i £ / 3/*— (3ft +2»+*) 


j,a.3.. h. i.a.3...fc. i,a.3.,./a 


~b c d e jt 


e y- 
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Della elevazione a roTENzs ec. » 4 r 

• volendosi m positivo, e fratto 3 posto m — — » 

avremo pel termine ceroato 
- t 

— i t)(s — 3 t) . . . (.?—-( » — i) i)^ h i h l 3 /t-«-( 3 &-f-at-f-&) 

j.a.'S., h. i .a.£;.».'i. i b c d e x 

(VI. h.° 204 ) • 

3.° Se il Polinomio dato sia d’ un -numero di ter- 
mini diverso da quello del supposto; è chiaro che il 
discorso è sempre il medesimo, e quindi che il ter- 
mine generale della sua potenza mesima è sempre 
della stessa forma. 

4. 0 11 termine generale della podestà (a-*-b -+*c-4- 
</-+-c-+- ec.) 1 " per le forinole precedenti sarà evidente- 
mente 


3 -(m—n- f-i) g h i k 


t 


'i . a . .3. .. A. . « b cd c * ‘ ;* 0PP’y e 

tntm — i)(m— -a) • (ra— »/z-f-i) . „ , 

i — r — r -, — : -, — 7 -, — 7— a o c d e ... 

2 t-3, ScoZ. 3. 8 Suppongasi nel Polinomio (XLII) 
x=a=zb=ic=zd=i ec. = 1. Esso diverrà perciò (A-hi )"*, 
poiché contenendo à-hi termini viene in questa ipo- 
tesi, a contenere la unità replicata A-+- 1 volte; ma 
nella supposizione medesima le Equazioni ( XLIV ) 

'divengono L m , M = /», N =r -+-/», ec. , cioè 

non rimangono in esse , che i soli coefficienti nu- 
merici.. Dunque risultando (A-t-i)"^ 1 *) 


-m • 


rn ^.QC-, ne segue che la somma dei coefficienti numeri- 
ci nella potenza mesima sviluppata di un polinomio 
avente A-t-i termini tutti positivi uguaglia la potenza 
mesima del numero A-t- 1 . 

Se h~ 1 , ondò il Polinomio dato sia un bino- 
nomio ; risultando in corrispondenza /j-+-i = t-t-i=a , 
si avrà la somma dei coefficienti numerici nella po- 
tenza mesima di un binomio = 2 n * . Ciò ancora ap- 
parisce dalia (XXIII) , ponendo ivi x = a=n. 


Ai geo r a 


16 


% 
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*4» Parte II. Capo II. 

Se il Polinomio dato sia un trinomio , oppnra 
un quadrinomio, od un quintinomio, ec. divenendo 
// *+• i in corrispondenza =: 3 , 4 > 5 , ec. ne segue , 
che la somma de’ coefficienti numerici della potenza 
mesima di un trinomio , di un quadrinomio , di un 
quintinomio, ec. mentre abbia tutti i suoi termini 
positivi, sarà corrispondentemente =3"*, 4"% 5“,ec. 

Facciasi la stessa supposizione di x—azz i nella 
prima delle Equazioni (XXXIX): ottenendosi quindi 

( 1 — j — — ec. , ed essendo, allorché 
2 

m è positivo ( 1 — i) m =o, e quando m è negativo, 
essendo ( 1 — j) m zz~zz infinito ( I. n.° 98 ) ; ne vie- 
ne che la somma dei coefficienti numerici nella po- 
tenza mesima del binomio (a— z) m uguaglierà lo ze- 
ro , quando m>o , e quando m < 0 uguaglierà l’in- 
finito . 

ai4* Teor. x. 8 Il terzo coefficiente della 

a 

Formola Newtoniana (XXXIIT) uguaglia la somma di 
tutti gli ambi, cioè delle combinazioni tutte a due 
a due , che possonsi fare con m quantità . 

Dim. Supposte a, b, c, d, e, ec. le m quantità 
che devono insieme combinarsi . Nella formazione 
degli ambi la prima lettera a deve combinarsi con 
ciascuna delle altre b , c , d , e , ec. ; dunque verrà 
essa a ripetersi le volte m — 1 , perchè di numera 
in — 1 sono appunto le lettere b , c, d, e , ec. La se- 
conda lettera b essendo combinata con la prima a, 
e dovendosi unire con le altre c, d, c, ec. , che so- 
no di numero m— a, verrà essa pure ad essere repli- 
cata le volte i7* — 1 ; nello stesso modo la terza quan- 
tità c essendo già combinata con le prime due a, b, 
e dovendosi congiungere alle altre d , e, ec. le qua- 
li sono in numero di m— 3 , verrà ancor essa ripe- 
tuta m— x volte. Proseguendo lo stesso discorso rap- 
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porto alle altre lettere apparisce che nella somma di 
tutte le combinazioni a due a due ciascuna lettera, e 
quindi tutte vengono replicate le volte le sup- 

poste quantità a, b\ c, d , e , ec. son di numero m\ 
dunque in tutti gli ambi tra uguali, e disuguali en- 
treranno lettere : ora ciascun ambo essendo 

formato di due lettere, è chiaro, che il numero de- 
gli ambi uguaglia la metà del numero delle lettere, 
che in essi entrano . Dunque il numero delle com- 
binazioni a due a due che far si possono con m 

quantità sarà — . ”*■ m ! ^ — difatti al coefficiente del ter- 

zo termine della Formola Newtoniana (XXXIII); c.d. d. 

2 1 5 . Teor. 2.® Il numero dei terni, ossia delle 
combinazioni a tre a tre , che si possono fare con 

m quantità uguaglia il coefficiente quarto 

a.3 

della Formola Neutoniana . 

Dim . Essendo le precedenti a , b , c, d , e , ec. 
le m quantità date; poiché nella formazione dei ter- 
ni si devono combinare le date lettere fra loro a 
tre a tre in tutte le maniere possibili, è chiaro che 
otterrò tutte queste combinazioni, uneudo ciascuna 
quantità con tutti gli ambi delle altre , Ora le altro 
lettere son di numero m— 1, e però gli ambi, che sì 

possono formar con queste sono di numero 

(n.* prec. ); dunque nella formazione de’ terni cias- 
cuna lettera , e quindi tutte verranno a replicarsi 
, , (m — i)(m— a) . 

le volte j — ; ma queste lettere son di nu- 

mero m; dunque nel totale aggregato delle supposto 

m(m— i)(m — a) 

combinazioni a tre a tre entreranno — 1 a — — — 

lettere; e quindi il numero totale de’ terni, dovendo 
essere la terza parte di quello delle lettere, che lo 
formano, poiché in ciascuno di loro entrano tre let- 
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, ' m(m — t)(m — x) 

tere , sara questo numero = j-g -sai quar- 

to coefficiente ilella Forinola (XXXIII) « 

ai 6. Scoi. 6.® Considerando nella maniera me- 
desima le combinazioni a quattro a quattro, a cin- 
que a cinque ee., troveremo, eliò il quinto coeffi- 
ciente della Formota Neutoniana uguaglia il nu- 
mero delle quaderne accennate, it sesto ne uguaglia 
le cinquine, e così di seguito. Rapporto difatti al- 
le quaderne, osservo che in esse ciascuna delle m 
lettere viene ripetuta tante volte quanti sono i ter- 
ni , che possonsi formare con le altre m— i let- 

... . Im — litro — a )(m — 3) 

tere, cioè le volte ( n. 9 prec. ). 


Dunque il numero totale delle lettere, che entrano 

il , . m(m — ì)(m — a )(m—3) __ 

nelle quaderne supposte, sarà — - 


a.3 


ma il numero delle quaderne è evidentemente la 
quarta parte di quello delle lettere; dunque sarà es- 

so numero = — ili = perciò al coeffi- 

ciente quinto del binomio Neutoniano. Un discorso 
perfettamente simile ha luogo riguardo alle cinqui- 
ne , alle sestine , ec. 

In generale il coefficiente (XXXV) indica il nu- 
mero delle combinazioni che si possono fare ad re 
ad n con un numero rn di lettere. 

Sia a cagion d’esempio m— 90; risultando m— 1 
= 89 ; m — 2 = 88 , m — 3 = 37 , rn — 4=: 86 , ec. ns 


verrà sostituendo = 400$ ; 211^^= 117480 ; 

•0.80.88.87 go.3q.38.8'7.8ó . e 

5_--- = 355a. 9 o; a346 - = 43q49*68i « 

quindi con 90 quantità si potranno formare 
4oo5 ambi aóSSioo quaderne 

117480 terni 4394 2b ® cinquine. 
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*17. Esern. 35 .® Mentre eia un’urna, nella <1 no- 
ie esistono m palle segnate con i numeri 1 , 2. 3, 
ec. m , estraesi un numero p delle medesime ; di- 
mando , quale probabilità vi sia , che sortano n de- 
terminate palle , èssendo n non > p . 

SoL Le supposte determinate n palle formano 
una delle combinazioni ad n ad n fra tutte le m 
palle dell* urna; ma pel (72.® prec.) il numero tota- 
le di queste combinazioni viene espresso dal coeffi- 
ciente (XXXV), che al)J)iam denominato Q (II. 72 .° 204^ 
dunque la combinazione supposta altro non sarà che 
uno dei casi , clic vengono indicati dal numero Q. Ora 
estraendosi nella nostra ipotesi p palle, e il nume- 
ro delle combinazioni ad ti ad ti di p quantità , es- 
tendo ( numero , che per bre- 


vi tà dirò R ) vengono ad aver luogo attualmente R 
degli accennati Q casi , e ne rimangono per conse- 
guenza esclusi Q — R. Dunque la probabilità che 
sortano tutte le supposte determinate n palle starà 
alla probabilità che non sortano tutte ::R : Q — R , « 
posti i suoi valori 

~ a ) • • ■ (/?— w- t-i) t w (m — i)(m— 2).. .(w — »- m) 

’’ i.a.3...n ' i.a.3,..7i 


(/ ,_ a) ... {p _^ 1); 
»l(77t 1) (m—a) . . . (/72— 72-4-t)— /7(/7— 1)(/7— 2) ... (/?— 72-f-l) . 

Se sia ?»=: p; le due probabilità staranno fra di 
loro evidentemente t(<«— V-l— » +■>. _ , 


Che *e p — m ; divenendo Q— R = o , la seconda 
probabilità sarà zero, e quindi la combinazione sup- 
posta accaderà certamente . 

Supponghiamo per esempio m — 90 , p — 5, ed 7 » 
successi vamento — 1 , a, 3, 4 ,» 5; avenaosi ia cor- 
rispondenza 
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j .• R:Q—R::5:f)0— 5::5:85::i : 1 7 , 

a . 8 R:Q—R::ó.4:90.89— 5.4::2o:tìoio— ao::a:799, , 

R:Q—R::5.4*5:90. 89.38— 5.4-3::i:i:747 » 

4. * R Q—R::5.4.3. 2:90. 89.88.87— 5.4.3. a:: i: 5 i io-!?, 

5. * R:Q—R::5.4.3. 2. 1:90.89 88.87.86— 54-3. 2. i::i:43949a67 , 

apparisce, come nell’ordinario giuoco del lotto stia 

la probabilità , che esca un dato o numero , od am* 
bo , o terno, o quaderna, o cinquina alla probabi- 
lità che non esca , e quindi si vede la difficoltà di 
vincere ad un simile giuoco. 

CAPO III. 

Della estrazione della radice seconda 
da un qualunque Polinomio . 

ai 3 . Scol. i.» Si elevi al quadrato il Polinomio 
u avente n termini. Posto &-+-C-W-+- 
ec. •+• u — x , poiché si ha ( a - 4 * & c -t- d •+■ ec. ■+■ u )* 

= (a*-x)*—a*-+. 2 ax-+x* (ri. 8 299 )=a*-W2a(i-+-c-wf+-ec. -4-?/) 

*♦- [b -«-e -»-<£-*-ee.-f- u) 8 , e poiché nella maniera me- 
desima Si truova (^>-t.c-+*fiZ-4*ec. = è*-+-ai(c-+-ff- 4 -ec. 

-+-u) -+- ec. -*-u ) 8 , (c+d- eo. -4- «)* == c 8 ac (d-*- 

ec. -*- u)-*-(d-*-ec . -*-«)• ec. , onde risulta (a-*-b-t-c-*-d^~ 
ec. ■+■ u) M = o*+ %a (b-*-c-*-d-*- ec. ■+‘ii)-*-b*-*-ob ( c -*-d -*- ec. 

•+• u) -f-t 8 -t- 2C (d-*~ ec. u ) •+* ec. vedesi, che i ter- 
mini, i quali formano il quadrato (a+b-t-c+d+ec. -t-u) % 
già sviluppato altro non sono se non se i quadrati di 
ciascuna deile quantità a , b , c , ec. , e i doppj p r °- 
dotti delle quantità medesime prese a due a due. 

Ora il numero di simili prodotti pel ( n .* 2x4 ) ® . 

n(r »— 0 , ed n è il numero dei quadrati a % , b*, c m , d *, 
a 

ec. Dunque --(.”!*“!] -4- » — n ( n ~^. 1 l sarà il numero, 

a a 

totale dei termini che formano il quadrato d' un po- 
linomio avente ri termini . 
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aig. Cor. I. Se si faccia successivamente n~ r, 
3, 3 , 4^ 5 , ec. , risultando in corrispondenza 

=i, 3 , 6 , 10, i 5 , ec. , ne segue, che 

a 

mentre il quadrato di un monomio ha un solo ter- 
mine, il quadrato di un binomio ne ha tre, quello 
di un trinomio sei, dieci quello di un quadrinomio, 
e così di seguito , come apparisce nei seguenti esempj 

(a-t* 0) . 

{ Ll +b-v-c) a =7 *-»- iab-*~2.ar-+-b sibc-t-r* , 

. ec. 

i quali possonsi scrivere ancora così 

[a-*-b)*=a % -*- 2 .ab-+‘b % , 

ec. 

e però , posto a-+b— p , «-+-ò-**c — qy ec. , si avra 

< a - i ~[/-^c-*-d) % — / / % -+-$qd-*-d a ee. 

II. Essendo a*-*-%ab-*-l a il quadrato del binomio 
a-^b ( n .* 199)» i tre termini ( prec. I ) che lo for- 
mano , saranno il quadrato a * della prima parte a , 
il doppio prodotto ìab della prima parte a nella se- 
conda b, ed il quadrato b % di questa parte seconda: 
così ritenute le supposizioni del ( prec. I. ) vale a 
dire di a -+- b = p , a b c — q , ec. e nei so vraes- 
posti polinomj a-*-b~*-c , a-*rb-*-c-*-d , ec. considerando 
rispettivamente le n,p, q, ec. come prime parti , i loro 
quadrati saranno formati di tre parti perfettamente 
simili a quelle , di cui è formata la seconda poten- 
za di un Jbinopiio semplice . 

III. La radice seconda di un binomio , di valo- 

re positivo , in cui le due quantità che lo formano 
siano indeterminate , la radice seconda per esempio 
del binomio a 2 -*-b a , ovvero dell’altro sarà 

bensì reale (IH.»* 172), ma inoommensurabile (/».* 187). 


(XLVIII) 
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I.a tua realità difalti può dimostrarsi in un modo 
simile a quello del (h.°i 34) : imperocché, se si for- 
ma un triangolo rettangolo, di cui a , b siano i ca- 
teti , dalla Geometria sappiamo, che f/(a 2 -*-b*) ne 
sarà il valore dell’ Ipotenusa : e se il binomio sia 
a u —b*, poiché per la ipotesi dev’essere a*—L*>o, e 
però a % >L a , la j /(«“—?&*) esprimerà evidentemente 
il cateto di un triangolo rettangolo , del quale a sia 
l’ipotcnusa e b l’altro cateto. Che poi la radice se- 
conda del supposto binomio a a -*-b % , oppure a* — b* 
sìa irrazionale , deducesi agevolmente dal (prec. I.) . 
Poiché se essa fosse razionale , dovrebbe contenere 
un numero determinato di termini , ed essere quin- 
di od un monomio, od un binomio , od un trinomio, 
od un quadrinomio, ec. , ma niuna di queste espressio- 
ni pel citato (prec. I) somministra mai, mentre si 
elevi alla potenza seconda, un binomio. Dunque ec. 

Se a-*b , oppure a— b fosse il binomio proposto, 
\/(a-*-b ) sarebbe 1’ ipotenusa di un triangolo rettan- 
golo, di cui [/a, \/ b fossero i cateti , e \/ (a—b) 
sarebbe il cateto «li un triangolo rettangolo, nel 
quale j /a fosse P ipotenusa e j /b l’altro cateto . 

IV. Nella stessa maniera si troveranno incom- 
mensurabili, quantunque siano reali esse pure, le ra- 
dici seconde di un quadrinomio , di un quintino- 
mi© , e in generale di tutti i Polinomj , i quali 
mentre sono positivi, e sono formati da quantità 
indeterminate, contengono poi un numero di ter- 
mini non esprimibile dalla forinola ^ (prec.ìj, 

in cui n sia numero intero e positivo. 

V. Se il Polinomio di valor positivo, del qua- 
le si vuole la radice quadrata sia di tre termini , 
oppur di sei , e in generale , se contenga un nume- 
ro di termini esprimibile dalla precedente forinola 


n(n-4- i) 
a 


allora questa radice sarà razionale , ogni- 
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■> qual tolta il Polinomio dato contenga esattamente , 
siccome le potenze (XLVIII) , i termini indicati nel 
( altrimenti sarà irrazionale» La radice se» 

eonda per esempio del trinomio non po- 

trebbe essere che un binomio (prec. I); ma qualun- 
que binomio innalzato a quadrato contiene necessa» 
riamente e unicamente il quadrato di ciascuna del- 
le due parti , che lo compongono, con di più il lo- 
ro doppio prodotto; dunque non contenendosi nel tri- 
nomio dato esattamente tutti questi risultati ; ne 
segue , che la sua radice seconda non potrà essere 
razionale . 

VI. In tutte queste considerazioni ho supporto, 

che i termini , dai quali è formato il polinomio pro- 
posto, siano indeterminati; perchè altrimenti, po- 
trebbe esso a cagione del valore particolare dei ter- 
mini che lo formano , avere la radice seconda razio- 
nale , quantunque non abbia quel numero, e quella 
qualità di termini , che si è accennata nel (n.°2iti) fc 
Se per esempio nel binomio ( prec. Il) ponga- 

si a — ófC, b = Sc, risultando a*-i-b x — ì 6 c % -t-gc a — 25 c* $ 
ne verrà \/(a % -*-l % ) — 5c = quantità razionale. 

VII. Nel quadrato «* znb -4- L % di un qualun- 
que binomio a^=b reale , dovrà essere sempre 

non < 2 nb . Imperciocché se si volesse e*-4-Z’ J <art^ > 
ne verrebbe cS—zab+b 1 — quantità negativa , e però 
l/(a M — ■2ab-h£ a ) rr quantità immaginaria ( III. n.*i 72 ); 
ma ciò non può essere , perchè essendo a-hb reale , 
anche a — b t= j/(a à — suib+L*) è quantità reale. Dun- 
que ec. 

220. Proli. 3 7. 0 Estrarre la radice seconda dal 
quadrato di un qualsivoglia binomio. 

Sol. Sià in (XLIX) (A) il quadrato proposto: or- 
dinalo questo per una delle lettere in esso contenu- 
te, per esempio per a; giacché il primo suo termine 
a5a 6 pel (Il.n.* 219) altro non deve essere che il qua- 
drato della prima parte formante il binomio ; estrug- 
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goda questo giusta il (n.° i 77 ) la radice seconda, ri- 
trovando {/"sSa 6 = Sa 3 , scrivo un tal risultalo iti 
(B). Fattone il quadrato lo pongo in (C) , e lo sot- 
traggo da (A); verranno il residuo 3ca s L % ■+. qb* , il 
qnale pel citato (li. n.* 219 ) conterrà il doppio del 
prodotto della prima nella seconda parte accresciuto dal 
quadrato della stessa seconda parte della radice bino- 
roia che si ricerca : raddoppiata pertanto la prima 
parte Sa 3 di già ottenuta, la pongo alla destra del 
residuo in (E) ; divido pel risultato ioa 3 il termine 
3o a 3 L % dell’avanzo (D) e il quoto ìb % , che ne vie- 
ne , dovendo uguagliare 1 ’ altra parte della radice , 
lo colloco in (B) alla destra di 5 a 3 . Affine di verificare , 
che 3£* sia in realtà l’altro termine della radice, lo 
scrivo in (E) alla destra di ioa 3 , e lo scrivo al di sot- 
to in (F) ; moltiplico la quantità (E) per la (F) , e 
ottenuto il prodotto (G) , lo sottraggo dall* avanzo 
<D) ; se 5 a 3 -*• òb* è la vera radice, dovrà l’ultimo 
residuo essere zero, poiché il prodotto (G) , che si # 
sottrae , non è evidentemente che il doppio del pro- 
dotto del primo termine 5a 3 nel secondo 3£“, più il 
quadrato del secondo . Ora tale avanzo è appunto 
zero ; dunque la (B) sarà appunto la radice seconda 
richiesta 

(B) 


ioa 3 -f*3 b* (E) 

3 b* (F) 

ìoa 3 b % -*~()b* 

Qualunque altro fosse stato il binomio ; di cui 
si fosse proposto il quadrato ; sarebbe*! da questo 
estratta la radice seconda , ed ottenuto quindi l’ in- 
dicato binomio , operando sempre nella stessa ma- 
niera . 

a*i. Probi. 38.® Estrarre la radice quadrata dal- 
la seconda potenza «li un trinomio. 


(A) 

a5fl 6 -t-So« 3 A*-+*9&* 

. (C) 25 a b 

(XLIX) (D)"“ * H-3oa 5 i*-i-9 b* 

(G) -»-3og 3 A*-f‘9^ 4 


\ 
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Sol. Sia in (L) (H) il proposto quadrato; prima di 
cominciare l’ operazione lo scrivo di nuovo in (I) or- 
dinandolo per la x . Ciò fatto , operando come pre- 
cedentemente , ricavo la radice seconda dal i .* ter- 
mine, ed essendo questa 3 nx 9 , la scrivo in (L); ne 
faccio il quadrato, lo sottraggo dalla quantità (I), e 
pongo in (K) l’avanzo. Raddoppiato il termine 3 nx* 

10 colloco io (M) , divido per questo il primo ter- 
mine di (K); ripongo il quoto — 4 P %t *. a presso 
di 3 nx 9 , e lo ripongo in (M) presso di 6 nx 9 , e al 
di sotto, onde farne la moltiplicazione; avuto così 

11 prodotto (N) , lo sottraggo da (K) , e mi viene 
l’avanzo (0). Finora ho considerati i tre soli primi 
termini della quantità (I), e ne ho ricavata la radi- 
ce binomia 3nx 9 — \p 9 x, come nel (n. 9 prec.) : presen- 
temente, onde ottenere il terzo termine della radice , 
considero questa quantità 3«x*— t\p 9 x come un mono- 
mio semplice (II n* 219 )» ® quindi operando corno 
precedentemente , la raddoppio ; colloco in (P) il ri- 
sultato 6nx 9 —8p 9 x, divido per questo la quantità 
(O) , e posto in (L) il quoto a.n 9 o , lo ripongo pur 
anche in (P), e al di sotto ; ne faccio la moltiplica- 
zione , sottraggo il prodotto (Q) da (0), e non ve- 
nendone alcuu residuo , il trinomio (L) è evidente , 
ohe formerà la domandata radice 



k 5* Patite II. C.\ro ITI. 

(Il) 1 2 n s p i — j 6 n a p 3 x-*i 6 p*.i *-+-cjn % r A 

(I) 922* r 4 — 24 np a x 3 **-i 6 p A x a -t-mn 3 px a — i ùn a p 3 x~*-^n A p * 

qn a x* ' ' 

fK\ * — aAw//* r 3 -+-i òo 4 x*-+-i ìin 3 j/x a — 1 0 n* n 3 x-ì-Cui* i, a 

<N) -^np a x 3 +i 6 p*x a 

(O) ■ * * in 3 px*—ibi‘ a p 3 x-*-ipi A p a 

■+■ I 2.11 3 px a — I 6» a '/< 3 X-f-4'7 4 /, * 

» * * 

(L) 3 ftx*— 4 / ? * 3 ’~ 4 ~ 2ra V 

(M) bnx a —-±p a x 

— àp a X 

(N) —2^iI/> % x 3 -¥-ii>p*x a 

(P) 0/ix* — Sp a x-t-2 n a p 

+2 n a p 

, 1 ^ . ' ■ -■Q- 

(Q) * 2 n 3 px a — 1 bu a p 3 x-*-^u*j> a 

Lo stesso si pratica , qualunque altro sia il prò- 
posto quadrato di un trinomio , da cui vogliasi estrar- 
re la radice seconda. 

: Scoi. 2. 0 I. Se la radice della data secon- 

da potenza sia quadrinomia"; ottenutine , come nel 
, ( 11 . 0 prec.) i primi tre termini, per ricavare il quar- 
to, dal (Il.n.'àig) è chiaro, che non dovrò se non 
considerare la somma dei tre termini avuti siccome 
un termine solo, e quindi raddoppiatala dividere 
per essa , come nei (prec. 72. 220, 221 ) , 1 ’ avanzo 
già risultatomi dall’ operazion precedente. Il quoto, 
che ne viene, essendo evidentemente il quarto ter- 
mine, richiesto, lo scriverò appresso agli altri tre, 
e sottratto il suo quadrato più il prodotto di esso col 
doppio della somma dei tre primi termini dall’avan- 
zo accennalo, poiché la radice ponesi quadrinomi.! , 
dovrà ottenersi per residuo lo zero. 

Che se la radice sia quintinomia, ricavati i pri- 
mi quattro termini, considererei la loro somma to- 
me un monomio semplice (li. n.*2io) > e operando 
nel modo sovraesposto ne ritrarrei il termine quia- 
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to . Lo stesso si dice, e si pratica sempre, affin di 
ottenere successivamente il sesto, il settimo , ec. 
termine, mentre la radice del dato quadrato sia iu 
corrispondenza di sei , di sette , eq. termini . 

II. In tutti i casi considerati finora (/?.• 22.0, ec.) 
poiché la radice si è supposta binomia , trinò- 
mia , quadrinomi, ec. , il quadrato corrispondente 
sarà stato composto di tanti e tali termini , quanti 
e quali sono stati indicati nel ( V. n.° 2 1 9 ) . Che se il 
polinomio dato , da cui vuoisi estrarre la radice qua- 
drata, non sia formato da tali termini, non sia, co- 
me si dice , un quadrato perfetto ; allora la sua ra- 
dice non potrà pei ( III , IV , V, 219 ) ottenersi 
esattamente, e non potremo, mentre sia reale ( III. 
n. 172 ), die accostarci ad essa, quanto si vuole, con 
uno dei metodi, che si esporrà in seguito. 

III. Vogliasi la radice seconda del trinomio 2ab 
— <t a — ó* , iu cui a , b, siano quantità reali . Ridotto 
questo alla forma (a*— zab -+-£*) X— 1 , poiché si ha 
a * — 2 a'; -*• b* ~ [a —■ b) % , cd a, b sono per la ipotesi 
quantità reali, dovrà essere a a -*-b* >2.ab (VIL «.•219), 
e però zab —a* — b a quantità negativa . Dupqu» 
j /{iab — a a — b*) sarà quantità immaginaria (III. n. 172); 
ma [/( 2ab — « a — L* ) =: [/'((a* — 2 ab h* ) X — 1 j =s 

2ab-*-l x ) X l/ — ,i , ( n* 191 ) =d=(« — h ) 

Dunque per ottenere l’espressione db (a— .6) j/ — i,che 
è radice immaginaria della quantità negativa 2ab — 
a % — b* , non dovremo che cambiare i segni a tutti 
i termini di questa, rendendola cosi positiva, estrar- 
re quindi da lei nel modo sovraesposto la radice 
seconda, che sarà reale , e questa finalmente ottenu- 
ta moltiplicare per |/— 1 . Lo stesso si «lice, qua- 
lunque altra siasi la quantità negativa, da cui vo- 
glia estrarsi la radice quadrata. Perciò avremo 

\/ — À 4 =nfcA*i/'— 1 , (/— A 3 =dtj/A 3 X ,/—i=± .\p / AXl/'- — 1 

( II. n.° 192) ; \/ r \ — 4«* *-+-2oab i c — 4 ai ? — j.ib r> -t-u)b 3 c % —c*) 
5= {aa* «— 3 •+• — x . 
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aa3. Esem. 36.° Ritrovare due numeri , la som- 
ma dei quali sia 224 » il prodotto 2743. 

Sol. Chiamati x,y tai numeri, avremo x+y 
= 224, xyxz 27^3; ripongo nella seconda di queste 
equazioni il valore di y avuto dalla prima , e fat- 
te le dovute riduzioni, avremo x*— 224* = — 2743 . 
E questa un’equazione di 2.* grado { n. i63 ), ma 
equazione , che non possiamo sciogliere col metodo 
dei (n. 180 , 1 8 j ) , poiché quivi oltre il quadrato 
x * entra ancora la x alla prima potenza, e non può 
estrarsi la radice, come nei ( cit. n. 180, *81). 

Volgendomi perciò ad altro artifizio , cerco di 
rendere il primo membro x*— 224* un quadrato per- 
fetto, e ciò è chiaro dal (II. n. 219), che otten- 
go facilmente, aggiungendo al medesimo il quadra- 
to della m'età del coefficiente della x , cioè il qua- 
drato di = 112, ossia il n. # 12544; ma io non 

2 

debbo turbar 1* uguaglianza ; aggiungendo pertanto 
lo stesso numero anche all’ altro membro — 2743 , 
poiché 12.554—2743=9801 , l’equazione precedente 
diverrà x“ — 224X-+- 12344 = 9801 . Ora estraendo la 
radice 2* dal primo membro x*— 224X-H 12644 , poi- 
ché pel ( n. 220 ) si ottiene x— ita, suppongo que- 
sto x — 1 1 2 = « : lo sostituisco nell* equazione , ed 
essa diverrà u* = 9801 , Equazione sulla forma di 
quella del (ri. 181); sciolgo questa pertanto, e aven- 
dosi 1=1:99, perchè 99X09=9801 , otterremo sosti- 
tuendo di nuovo x— 112=1=99 , e però x=i 12^:99. 
Potrà adunque x avere due valori , cioè i due 
112-^-99=211 , 112 — 99=13. Ripongo ciascuno di 
questi valori nella x-o-y— 224, e risultando y = 224 
— 21 1=1 3 , r=224 — i3 = 2ii, Yedesi,che i valori, 
i quali sciolgono il problema, sono i due x = 2ii, 
y=i 3 , oppure i due x=i3 , j= 211, valori, che 
infine non somministrano che una sola soluzione. 

224. Scoi, 3.* Vogliasi rendere generale la so- 
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limone del precedente problema , vogliasi cioè, che 
*'**JK =< * > xyzzb j fatto il calcolo precedente ritrove- 
remo l* equazione x B —ax=—b . Usando pertanto il 
precedente artifizio , aggiungasi in questa Equazio- 
ne da una parte e dall’ altra il quadrato della me- 
tà del coefficiente a , e ottenuto x % —ax-t-~= a * -4 
* 4 7 • 

suppongasi x — — zzu, avremo l’equazione u* =2 

* 4 ~ — b > ovo xl secondo membro è tutto cognito, 
e quindi »arà * = * ,/ (- - b) {„. l8l ) 0llU 

sostituendo = e finalmente* 

— T ^ ^ Chiamo x \ x" i due valori 

della x , cosicché x ' — — b), x" =~ 

S(‘J~ b )s faccio la somma di queste due quan- 
tità, e ne viene ne faccio il prodotto, 

e risolta x' r" zzb . Dunque le due radici x', x' 1 
esse medesime sono quelle , che sommate insieme 
danno a, e moltiplicate danno h\ e quindi se nello 
equazioni supposte x-+-k=j, xyrdb poniamo in luogo 
di * uno dei suoi valori , per esempio x', dovrà ri- 
sultare yzzx" , e viceversa. 

225. Def. i. Queste equazioni di secondo gra- 
do ^ che oltre la *• contengono anche la* alla pri^ 
ma potenza , soglionsi dire equazioni di secondo 
grado affette , o composte a differenza delle altro 
prive della prima podestà della * (n. i8t), che 
appellansi semplici o pure . 

aaó. Probi. ìq. Sciogliere un’ Equazione com- 
posta qualunque di a,* grado. 
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Si portino da prima nel primo membro della 
Equazione data tutti i termini; si riducano in se- 
guito con le opportune operazioni tutti i coefficien- 
ti della ir* ad un solo, ad un solo tutti quelli del- 
la x, e ad uno solo tutti i termini cogniti . Ciò fat- 
to , è chiaro , che la nostra Equazione si ridurrà 
della forma ax*-t-£x-t-c=o , e dividendo per a , alla 

H t. x ■+■ — = o . Suppongo ora per brevità di 

a a 

•crivere — = A. — - B , sostituisco , e risultan- 
ti a 


do x* -h Ax •+• B = o , ricerco col metodo dei due 
(n. prec.) la soluzione di questa Equazione, eh* 
suol dirsi Equazion generale del secondo grado , • 

A 

operando nella stessa maniera,, otterremo x = — — » 
st 1/ ( — — B). Dunque per isciogliere un’ Equa- 

4 

sione di secondo grado qualunque, non avremo che 
a ridurla alla forma x* ■+• Ax -+■ B — o , e poscia fare 
r = alla metà del coefficiente del secondo termine 
£x t — 1 * radice del quadrato della stessa metà con 
di più la quantità cognita B, cambiatone il segno. 
Ritenute pertanto rapporto alle radici le denomina- 

A / A 2 

ziofli del ( n. prec. ) , avremo x'= — — V l^- — B ) » 

, espressioni le quali si 

a 4 

possono evidentemente ridurre anche alle altre 


x — 




„ _ — A-V^fA’— 4B) 
> * a 


227. Esempio 37 . 0 Collocati su d’ una retta due 
lumi di forza disuguale ad una distanza fra loro a, 
e supposto, che la luce si dilfonda in ragione in\ er- 
ta dei quadrati delle distanze, determinare su di 

A sa e cl' 


essa 
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essa retta quel punto, in cui tali lumi agiscono 
ugualmente . 

Sol. Chiamati P, Q i due lumi ; m , n le loro 
forze rispettive, cosicché ad una distanza i il lu- 
me P abbia la forza m , e il lume Q alla distanza 
medesima abbia la forza n , sia x la distanza del pri- 
mo lume P dal punto richiesto , e quindi a—x la di- 
stanza del punto medesimo dall'altro lume Q. Dal- 
la legge stabilita di sopra procede, ohe, facendo la 

proporzione i : : : m : ad un quarto termine, questo 

cì esprimerà la forza del lume P alla distanza x , 

e però tal forza sarà = — . ; fatto in egual modo 

i : __J : : « : - — , quest’ ultimo termine ei e- 

(a — x ) 1 (a — x)* 

sprimerà la forza del lume Q alla distanza a—x , 
Ora queste due forze a tali distanze devono essere 

fra loro uguali ; dunque sarà ~ j > e però 

m [a — x)* = nx* , ossia ma 9 — imax ■+■ mx* — nx % . Cer- 
cando presentemente la soluzione di questa Equa- 
zione , faccio le precedenti trasposizioni e riduzio- 
ni , e risultando (m—n) x* — a mu^*-ma*zzo, e quindi 

— zjna ^ mc __ -jp G . paragono questa con la 

precedente Equazione generale x* ■+■ Ax B — o , e 

giacché ne viene A — ? m — B:= - ma — , dovrà es- 
® m—n m—n 


ma ( m*a* ma 1 \ 

sere x = — — =*= i/ ( r — - ) 

m—n V \ \m—nf \m—n)J 

ma i: aV mn , 

x = — ~~^n — » dunque avremo x = 


Algebra. 


*7 


e riducenda 
m—n 
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M 


x" — °J m Y m U) e questi saranno i valori , che 

m — n 

sciolgono il problema. 

Supponghiamo m= i 8 , n — 2 , cosicché la forza 
del primo lume P sia alla medesima distanza nove 
volte più grande della forza dell’altro Q: giacché 
perciò ne viene j/'»wj=|/'36=6 , sostituendo avremo 

* — . a(i8-}-6) _ 3» 11 a(i8 — 6) . j; 

x — ,x — j e quindi 

io a ib 4 * 

tenendo conto del secondo valore della x , il pun- 
to in cui nel nostro caso hanno ugual forza i due 

lumi P, Q sarà alla distanza -- dal primo, ed alla 
distanza a — — dal secondo, e per conse- 

4 4 

pi o 

guenza se sia la retta PQ=a , supposto PM = 

4 

MQ= ~ , il punto M sarà il domandato . Ma ab- 
biamo pur anche un altro valore della x , cioè 

3(1 

x' — — : ciò mostra adunque che nella nostra ret- 
ta esiste un altro punto capace di sciogliere il Pro- 

3<j 

blcma, e questo dovrà essere alla distanza — — a 


— da P , ed alla distanza a — — - = — daQ. 

a ’ a a 


Pertanto se prendiamo QN = ~ , N sarà tale pun 

to ; e per conseguenza nei due punti M, N i no- 
stri due lumi avranno forza uguale. Nella determi- 
nazione del secondo punto N , la distanza dello 
stesso da Q, è risultata negativa, poiché risulta in 
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una direzione opposta alla distanza prima QM, la 

quale essendo -^L è positiva. 

Dando alle m, ri altri valori, avremo altri ca- 
si quanti si vogliono dello stesso Problema . 

aa8. Scol. 4.® Paragonando P equazion generale 
ar*-*-Ax-*-B=o (n. 22 6) con l’altra x % — ax~—b del 
( 7i. 0, 22 4)» avremo A— — a, B — b, e con tale sup-* 
posizione 1’ una si cangia nell’altra. Ora sì le quan- 
tità A , B , come le altre a , b possono significare 
dei numeri qualunque affetti di un qualunque se- 
gno . Dunque tanto le jc a -«-Ax-*-I>=:o , come 1’ altra 
x 1 — nr~ — b possono considerarsi come Equazioni di 
secondo grado egualmente generali . Ora nella E- 
quazione x % — ux— — b, ossia x* — àx-*~b~o , trasporta- 
to il — b nel primo membro si ha x' -+• x" — a , 
x' x" — b , essendo le x', x" le sue radici (n. *24) • 
Dunque in un’ Equazione generale , e perciò in un* 
Equazione qualunque di a.° grado ridotta alla for- 
ma x % — ax-t-b—o , od all’ altra r’ + Ar-t-Bzo, la 
somma delle due radici x' x" uguaglia sempre in 
corrispondenza jl coefficiente del secondo termine 
— ar, oppure A preso col segno opposto, cosicché 
x — ovvero x'-Kr''=— A , c il loro prodotto 
x' x” uguaglia sempre il termine ultimo b, oppure 
B preso col segno suo naturale . 

229. Esemp. 3H. Trovare un numero tale , che 
il suo decuplo superi il suo quadrato di 34» 

Sol. Chiamato x tal numero , avremo iot— . r* 
—34, e però x a — icx-+-S4=o , e sciogliendo , x=5=fc 
— q. Ora la quantità j/ — 9 è immaginaria; tale 
adunque sarà anche la x — 5 a lei uguale, e tali per 
conseguenza saranno anche i valori della x . Dun- 
que il numero domandato sarà impossibile . 

2^0. Scol. 3.° Poiché facilmente può succedere, 
clic le radici di un’ Equazione affetta di secondo 
grado siano immaginarie ; sarà perciò itene lo sta- 


2Ó0 
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Ijil ire un Criterio, affin di conoscere quando ciò 
succeda; e quando no . Dalla Equazion generale 

a;*-*-Ar-+-B (a. 226) noi abbiamo 


Ora se i valori di x sono immaginari, è chiaro 

che ciò succederà dipendentemente dalla quantità 

1 . , A 1 • 

, mentre cioè — — B sia quantità ne* 

4 


<-■) 


gativa : ma Al , essendo il quadrato della quanti** 

tà reale -A., è sempre positiva: dunque acciocché i 

valori di x siano immaginari , dovrà la — B avere 
uri valor negativo, e dovrà di più n«l risultata 

A_ — 3 essere B >A_. Conoscerò io dunque fa* 

4 , . 

cilmente se la x sia immaginaria, cosi osservare 
semplicemente nella Equazione x*-t-Au:-»-B=:o , se la 
quantità cognita posta nel membro primo sia posi* 
tiva, e se questa presa positi vamente sia > del qua* 
drato della metà del coefficiente del secondo ter* 
mine. Ciò vedesi succedere nella Equazione del 
( n .° prrc .) x* -* iox-h34=o , ove il numero oognito 
34 posto nel primo membro è positivo , ed ove 
34>a5, quadrato della metà del coefficiente io. 


capo iv ; 


Della E strazione della radice seconda 
dalle quantità numeriche. 


23i. Scoi. i. e I. Il quadrato di un numero in* 
tero qualunque, prescindendo dal segno, non >9, 
non può mai contenere più di due cifre . Ciò ap* 
parisce dalla linea seconda della sottoposta Tavolsi 
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(LI) , nella quale si contengono le cinque prime 
potenze dei primi nove numeri i , 2 , 3 , ec. 



II. Abbiasi un numero io a, in cui n sia un 
intero positivo qualunque, ed a un numero intero 
non < 1 , e <10; se ne faccia il quadrato , ne ver- 
rà ( io "a 2 = .o 2 " . Ora 1 ’ espressione io* al- 

tro non significando , se non die il 10 ripetuto in 
forma di moltiplicazione le volte n , contiene svi- 
luppata n zeri, e così -l’altra io 2 ” ne contiene 2W, 
inoltre essendo a per la ipotesi un numero di una 
*ola cifra , il suo quadrato a % ne contiene una o 
due solamente ( prec. I ) . Dunque , mentre nel da- 
to numero io n a contengono n-t-i cifre, ed n zeri, 

nella sua 2.* potenza io 27 Z a a esisteranno an-+-i , op- 
pure 2n- t-a cifre, e a n zeri; onde il numero degli 
zeri in questa sarà sempre doppio del numero degli 
zeri in quello, e il numero delle cifre o ne Sarà 
doppio, o ne uguaglierà il doppio, diminuito di uua 
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unità. Pongasi n successivamente = i , a , 3 , 4 , ec. 
ed a in corrispondenza = 3 , 7, 2, 9 , ec. , onde ri- 
sulti io H a rispettivamente = 3 o , 700, 2000, 90000, 

ec. Avendosi da queste supposizioni io an «* corri- 
spondentemeute = 900, 49 ° 000 > 4 000000 j ^ 1 0000000t> » 
ec. apparisce in fatto la verità di quanto abbiamo as- 
serito, ed apparisce che i quadrati delle decine con- 
tengono due zeri, e tre oppure quattro cifre ; i qua- 
drati delle centinaia hanno quattro zeri, e cinque 
oppure sei cifre; in quelli delle tnigliaja esistono sei 
zeri, e sette od otto cifre, e cosi in progresso. 

III. Poiché un numero razionale deve pel ( n. 1O7 ) 
essere od un intero od una frazione attualmente de- 
terminata, o determinabile; dal ( n. 1 33 ) deducesi 
agevolmente, che se un nymero intero proposto ha 
la sua radice quadrata razionale, questa pure dovrà 
essere un intero . 

a 3 a. Teor. j .° Se un dato numero intero, la 
cui radice quadrata sia razionale, contiene m cifre, 

771 

P accennata radice ne conterrà ~ , quando m è pa- 


ri 


ed 


quando m è dispari 


Dim. Chiamata M la radice 2/ del numero da- 
to, poiché essa è un intero ( III. n. prcc.) siano di 
numero x le cifre , che in lei si contengono, e chia- 
misi a la pinna di queste a sinistra. Dalla natura 
de’ numeri interi è làcile a dedursi, dover essere 
x — 1 2—1 

M < 10 (zz-i- 1 ) , e non <10 a , e però M a 


2.r — a 2* — a 

<10 (u-t-i)*,e non < io a*. Ora potendo a 

essere uguale e minore del 9, ne sia in primo luo- 
go minore, e sia a-+-i—b: avendosi nel caso pre- 


X 1 X 1 

sente b non >9, tanto in 10 a, come in 10 b 
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ax— a 

esistono x cifre; dunque tanto in io a* , coni® 
ax — a 

in io b* si dovrà contenere un numero di cifre 
non minore di ix-i, e non maggiore di zx (II./*.* 

ai— a 

prec.) . Ma a cagione di M a < io b* , e non 

ar— a 

< io a*, il numero m delle cifre in esso M* 
esistenti deve evidentemente nè superare zx , nè 
calare da zx — i . Dunque , essendo zx un numero 
essenzialmente pari , e zx — i il prossimo inferiore 
essenzialmente dispari , ne segue , che ogni qual- 
volta m sia pari , dovrà essere m — zx , e però 

x — ; e mentre sia m dispari a dovrà aversi 

, 77? I 

2o:— i , e pero x = — ~ — ; ma x rappresenta 

il numero delle cifre contenute nella radice M ; 
dunque in questa prima ipotesi si verifica , che ec. 

*— i 

Sia in secondo luogo a— 9, onde 10 a — 
x—i x — 1 x — r x ai— 2 

10 X9 # *0 («+i) = Io Xic=io ,10 a * 

ax— 2 ax — a ai 

= 10 X Si , e io X(u-+-i)*=io . Esprimen- 

ax 

dosi dal quadrato io il minimo tra i numeri, che 

aa— a 

contengono aar-t-i cifre , ed essndo M“ <10 X 
^ ax 

(a-t-i)* , e però <10 , non potranno in M* esiste- 
re più di zx cifre ; ma a cagione di 81 avente 

ai—* 

due cifre , nel quadrato io X81 se ne contengo- 

ax — a 

no zx . Dunque avendosi M* non <10 a a , e 
ax— a 

quindi non < io X 81 , il numero delle cifre, 
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di cui è dotato M*, non potrà esser» neppure < ix . 
Dunque risultando rn~ 2 X) dovrà m in questo secondo 
caso essere necessariamente numero pari , ed aven- 
dosi x =r , anche in questo secondo caso si ve- 
rificherà , clie ee. 

233. Cor. I. In conseguenza della proprietà ora 
dimostrata , dato un intero , la cui radice seconda 
sia commensurabile, potremo tosto conoscere il nu- 
mero delle cifre , di cui è fornita la radice mede- 
sima . Cosi se il quadrato contiene tre o quattro ci- 
fre , nella radice ne esistono due ; se quello è dotato 
di cinque o sei cifre, questa ne contiene tre; ne 
conterrà la radice quattro, se nel quadrato ne esi- 
stono sette, od otto, e così di seguito. 

II. Nel caso di m numero pari = m , se pon- 
gasi in generale il precedente quadrato 

2e— -i ati—a ati — 3 a n — 4 ati— 5 

(L1I) M*= io £■4-10 A-+-IO 14-10 *4-10 l 

An — 6 a n — 7 an- — 8 

4-:o y?4-io ti-T-10 r+ ec. 
in cui ciascuna delle lettere g, h, i, k , 7, ec. , 
esprima un intero non >9 e non < o , si avrà la 
sua radice della forma 

n — i n — a «-—3 n— 4 

(LUI) Mrrio a- f-io &4-10 c4-io d-*~ec. 

esprimendosi qui pure dalle a, l , c, ec. degl’in- 
teri positivi non > 9 . Un valore della radice M 
della stessa forma si otterrebbe ancora , nel caso , 
in cui , essendo ni numero dispari rr 2 ri — t, si avesse 
ati—a sn — 3 art— 4 an— 5 an— -6 
(LIV) M*=l O 7/4-10 7*4-1 0 À'4-I o / 4-10 p 

Atl-f ATI 8 

4-10 <74- JO r 4- ec. 

II T . Per la razionalità della M è chiaro , che 
le precedenti serie (LII) , (LIU) , (LIV) non progre- 
diseono oltre il termine, nel quale 1’ esponente 
del io diventa zero. 
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234. Scol. a. 0 Facciasi il quadrato della pre- 
cedente quantità M, e ottenuto il risultato 

aw — 2 ara— 3 zn — 4 _ __ 

M» S= IO o*-4-io X 2 fli+io (&»-+• aac) {LV) 

an — 5 , an— 6 

_j_ 10 {zad-+~zbi)-*- io {c*-t-a&rf-t-ec.) 

a «— 7 an ® 

io (acdW-eo.) io (d*-*-ec.) -t- ce. , 
si paragoni, nel caso di m pari, con 1’ espressione 
(LII) , e con la (L1V) nel caso di m dispari . Da un 

simile confronto apparisco _ . . 

I Che il quadrato a* della prima cifra a sini- 
stra a della radice M (L1II) deve essere contenuto , 
quando m è pari , entro le due prime cifre 

(LII) , e quando m è dispari , entro la prima h (L1V ) , 
cosicché sarà sempre nel primo di questi due casi 
a* non > io g-*-h, e nel secondo a * non >h ; ondo 
supposto nel primo iog-*-h — a* — G , e nel secondo 
h—a'—Q , sarà sempre G non <0. , 

II Ritenuta questa supposizione , tanto dalia 
(LII) , come dalla (LIV) avremo rispettivamente 

a *-a »»-3 a «-4 

M*-io ri*— 1 0 G-+-10 1-+-10 *+10 i 

an — 6 

I0 p-*-c c., e dalla (LV) avremo 

an— a an— 3 an—i, 

JVI»— IO a* = 10 x a ah -1- 10 ( b •+* zac ) 

an— 5 an — ^ 

^.jo [zad+zbc) to ( c»+»W+e C; ) -«c . 
c dal paragone di questi due risultati , vedefn, che , 

sottratto nelle (LII), (LIV) il quadrato io a* da 
M* neile prime due eifre 10G+1 del residuo, chè 
ne viene , deve contenersi il doppio prodotto 201, 
e però che bob non >ioG-*-i; e vedesi , c e a 
fjuantità 2 ab Xl° 

1 00 G -h '' 

> 100 h 


(LVI) 


ò* deve esistere entro 1’ altra 


io e che perciò zabY.10 

io i li • 


non 
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. Suppongasi ioa-t-b=:A , e mentre sia rn na- 

ri.» si faccia ìooog -t - 100 h ■+• ioi-+. k — A* = H (Llì) 
e quando m sia dispari (LIV) , facciasi 100 Ò -+-107 
— A S =H . Pel dimostrato ne’ (prec. I , II ) do- 
vrà es^pre H non <o; l’espressione ( LII ) oppure 
la ( LIV ) diverrà in corrispondenza 

/T ~, T , ». a ”~4 , a «— 4 5 ari— 6 

(L\IJ) M —io A*_io H-wo 7-+>io p .+. ec. 

e dalla (LV) , posto A in vece di io a-t-b , otterrassi 
s «— 4 ari— 5 are — 6 

M»-io A*— io XaAc-*-io (c»-f zAd) -i- ec. 

Paragonando fra loro queste ultime due Equa- 
zioni , vedremo che dovrà qui pure il doppio pro- 
dotto 2 Àc essere contenuto in icll-t-/, e però tale, 

. che non ne potrà essere maggiore , e che la somma 
iAcXic + t* si conterrà nella iooH-+-ie/ +p , onde 
non la supererà. 

IV. Pongasi i cA •+• c , ossia ioo« -+- job ■+■ c= B, 
e quando m è pari, si faccia io 5 g^-io 4 //-i-iò 3 /-+.io»A-».io 7 
1>*=I, e quando m è dìspari, pongasi io 4 /i-i-io 3 i 
-t- ir ■A-+-JO/. 4 .J 7 — B“=I : fatte nelle solite serie (LII), 

( >111), (LIV) le sostituzioni, e riduzioni, come nei 
(prec. II, III), troveremo risultarci 

are— 6 2n— 6 are— 7 are— 8 

(LVIIIJ M*— io B*=,o I-.o V-» 

2n ~~ 6 2n — 7 are— 8 

M*— io B*=io X 1 o (rt^-i-ee-l-i-ee. ; 
e troveremo quindi , che qui pure le quantità aB d , 
2 Br/X io - 1 -d % devono essere rispettivamente contenute 
nelle ic\-+-q , iooI-*-ioy^-r , e che però non ne pos- 
sono essere rispettivamente maggiori . Le stesse osser- 
vazioni hanno evidentemente luogo anche in seguito. , 
. 2 ^5. Teor. 2. 0 Chiamato P* il massimo quadrato 

intero perfetto, che nel caso di m pari (II. re. 0 23 3 ) 
contienesi in io g-*-h (LII) , e nel caso di m dispari 
esiste in h , io ilico , che deve essere la prima cifra 
o della radice M (LUI) uguale a P . 

Dim. Essendo per la ipotesi P* il massimo qua- 
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drato perfetto , che esiste, quando m è pari in iog- 
-(-//, e quando m è dispari in li, dovrà essere (P-i~ij* 
rispettivamente maggiore di icg-t-A, oppure di k. 
Ora se mai si volesse <z>P, essendo tanto a , come 
P numeri interi e positivi, dovrebbe risultare a non 
<P-t-i , e per conseguenza «*> icg-t-A quando m 
è pari, > h , quando m è dispari; ma ciò è contro 
del (I.»-*a34). Dunque non potendo essere a>P, 
ne sia, se è possibile, minore: dovrà in questa 
ipotesi risultare «-«-1 non >P, e però avendosi 
(rt-4-1)* non > iog-t-/t, ovvero non >k , secondochè 
m è pari , 0 dispari ; ne verrà ancora, come appart- 
ali— a 

sce dalle espressioni (LII), (LIV) , io (a-+-t)* non 
>M a . Ma per la espressione (LIII), e per la natura 

7i—i n— a n — 3 * 

de’ numeri deve essere io > 10 b-+- io c 

71* — 4 71—1 

io d -+- ec. e però io (a-*-i)> M. Dunque ri- 

27j — a 

lultando io (<z-t-i) 3 > M a , ne segue , che se fos- 

27i— a 

se c<P, la quantità io («-*-i) a risulterebbe nel 
tempo stesso maggiore e non maggiore di P*. Dunque© 
nou potendo neppur essere a<P a lo dovrà uguagliare . 

236. Teor. 3.° Ottenuta giusta i (I, II, n.a.34) 
la espressione (LVI), se si prenda un numero intero 
e positivo Q tale che sia aoQ X io-*-Q a non >iooG 
■+- 1 oi -+- k , ed insieme 2a(Q-t-i)X io ■+• (Q-v- 1 )* >iooG 
-+-10 /-+-£, io dico , che dovrà essere questo Q ugua- 
le alla seconda cifra b della radice M (LIII). 

Dim. Non potrà essere i>Q, poiché se lo fos- 
se , risultando b non <Q-+- 1 , ne verrebbe per le 
ipotesi iiitte 20^Xio-t-ò a > 1 ooG-t-toi ■+• k contro del 
(IL//. 0 2.34). Nè potrà essere b <Q : imperciocché se 
ciò si volesse, risultando b- 1- 1 non > Q, ne verreb- 
be 2.0 (' 1 ) X io-*- (*-*-i)* non > 1 00G-*- ioi-+- k , e pe- 
rò toot* a -t- 2 u(ò-i-ì) X io •+■ (£-+-ij a non > ioo(a a -*-G) 
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-hi oi-+-k, ossia (ioa-+-&-+-i)* non > ioo(«-hG) -+- io;' *+- 

a n — 4 an — a 

k, e quindi io (ioa-+-&- 4 -i)*non > io (a*-t-G ) 
an-— 3 an — 4 

-Hio i +Io k -, ma per la Equazione (LVI) 

an— a an— 3 an — 4 

si ha io (a a -«-G ) -h io i +io k non>M*. 
an — 4 

Dunque sarà io ( ioa -h b «*- i )* non > M* . Ora 

n— a n— -3 n— 4 

per la (LUI) essendo io > io o- 4 -io rf-ner», 

n — a n — 1 n — x 

ne viene io (ioa-t- ò-h 1) > io a-*- io b -+• 
n • — 3 n — 4 *" 

io c- 4 -io d -4- ec. e però >M, e finalmente 

an — 4 

io (iou-h£-«-i)* > M* . Dunque essendosi dimo- 

an — . 4 

strato questa quantità io (lOn-n/i-Hi)* non >M a , 
ne segue > che non potrà essere b<Q, c però avre- 
mo Q = b. 

237. Scoi. 3.® I. Ridotta secondo il (III n. * 234 ) 
la (Lll) , o la (LIV) alla Equazione (LVII) , con la 
lettera R si esprima un numero intero positivo ta- 
ole , che sia aAR X i 0 -4- R a non > 1 00H-4- 10/ -h p > e 
sia 2 A(R-hi) X 10-4- (R-»-i) a > iooH -+- ^ol p ; dovrà 
questo R uguagliare la terza c delle cifre formanti 
la radice M (LUI) . La dimostrazione di questa pro- 
posizione è perfettamente simile alla esposta nel 
(n. prec. ) . Difatti se si Volesse c>R, risultando c 
non <R+j, ne verrebbe 2. Ac X 1 o -4- c* > 1 00H -4- 
10/ -t - p contro del ( III. ii.® 284); e se si volesse c<R, 
e pero c-*-i non >R > avrehbesi aA(c-»-i)Xlo -+-(e-Hl)“ 

2 n — 6 

non > 100H-4- iol-+-p, e per conseguenza io X 

an — 4 an-— 5 an — 6 

(ioA-hc- 4 -i)* non >10 (À*- 4 -H) -t-10 /- 4-10 p y 

an — 6 

onde io (10A-4-C-4-1)* non > M* ; ma a cagiono 
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n— 3 «—4 _ n— 3 

di io > io ^-+>ec. (LIII) si ha io (looa-*- 

fi ‘ — 3 

%ob -r c ■+■ 1 ) >M, ossia io ( joA-hc-+-j) > M (IH. 

a n — 6 

v* a34)» e però io ( 10A -t-c-+- 1)* > M* . Dunque 

?n — 6 

essendo impossibile , che la stessa io (ioA-+-c-+-i) a 
sia e non sia > M* , sarà ancora impossibile , che 
c < R ; e però cc. 

II. In egual modo , fatta la riduzione del ( IV. 
n.* a? 4) , si dimostra, che se la lettera S rappresen- 
ta un numero tale, che aBSXio-+*S a sia non > 
jool ■+• loq ■+■ r, e sia 2 B(S-*-i) X io •+■ ($-*-t) a > iool-s- 
40 q ■+* r ; si dimostra , dissi , che dovrà questa S ugua- 
gliare la quarta cifrai della radice M (LUI) . Cosi in 
progresso . 

a38. Tcor. 4 0 Ritenuta la precedente radice 
IVI (LUI) intera e razionale , allorché essa contiene due 
sole cifre, ed è però della forma ioa-f-ò ; il secon- 
do membro della equazione (LVI) diverrà = i oy,iab 
Quando M contenendo tre classi sia= looa-hioB 
-+- c , dovrà il secondo membro della (L VII) essere 
= 10X 2A c -+• c* , avendosi kzzioa -+»ò (III. n .• 234 ) . 
Quando M dotato di quattro cifre sia della forma 
iooofl iooi-»- io c-t-e/; posto iooa ■+* ioò-t- c — B( IV. 
n.° 234 ), avremo il secondo membro della (LVIII)=: 
io X 2B d -h d % , e cosi di seguito . 

Dim. I. Quando M = 1 oa-+-&, avendosi n = 2 
(II.n.°a33), l’equazione (LVI) diverrà M a — ioV=: 
I j 3 G ■+• ioi-^k (III. n.° 23i); ma elevando al quadra- 
to l’equazione M=iort-nò, c trasportando nel pri- 
mo membro il termine io a a a , ne viene M a — io a ^ a = 
io X zab -t-b * . Dunque sarà il secondo membro del- 
la (LVI) divenuto in questo caso io a G io* -4- k — 

io X b* . 

IL Abbiasi M = 1000-*- job -*-c , e però n — 3. 
JLsseado ioa ■+■ b = A (III. n.° a34) , risulterà M= 10A 
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+ c, e la (LVIT) diventerà M* ■+■ io* A* = I0*H ■+• io/ 
-+- p : ora col fare la seconda potenza della M = ioA 
-+■ c , ottienesi M* — io* A* = io X aAc -+* c*. Dunque 
il secondo membro della (L VII) convertitosi nella 
ipotesi presente in io*H io/ h -p sarà = 10X aA c 
“+" c*. 

HI. Mentre M = ioooa-b \oob •+■ io c-*-d — loB-+-rf, 
perché iooo -+- lob -t- c = B ( IV. n.° v34), si ha n 7=. 4 , 
e la (LVII) diviene M* — io*B a = io*I -+- \oq -*~r. Dun- 
que dalla seconda potestà della M r= ioB-t-df avendo- 
si M* — io*B* zz io X iBf/ -+- u 3 , ne verrà il membro 
secondo della (LVII1) divenuto presentemente io*I-t- 
I oq -+- r — 1 o X aBf/ -+- d* . 

Cosi in progresso . Dunque ee. 

23 c). Probi. 39. 0 Dato un numero intero, la cui 
radice seconda sia razionale, determinare la radice 
medesima . 

Sol. Suppongo dalla Tavola (LI) noti i quadrati 
delle prime nove cifre, e siano in (L1X) proposti i duo 
interi (A), (B) aventi le loro radici seconde commen- 
surabili , e però intere ( III. rz . 0 a3i ) . Onde risolve- 
re il problema comincio dal dividere i dati (A), (B) 
da destra a sinistra di due in due classi , e 

1. Fissata F attenzione sopra del primo (A); poi- 
ché lo veggo formato di cinque cifre , dirò, che la 
sua radice ne contiene tre (u.° a3a) ; dal paragone poi 
di esso con la corrispondente forinola generale (LIV) 
( II. n° a 33) avremo nzz 3 , h — 6, i — 0 , k zz 5 , /= 1, 
j>zzb, e la rispettiva radice sarà della forma ioo« 
-+-10 b-bc (LUI). Ora a * pel { n°. z 33 ) uguaglia il 
massimo quadrato perfetto, che esiste in hzz 6: dun- 
que, essendo 4 questo massimo quadrato, avremo 
«* = 4 , e però azza.. Scrivo pertanto il 2 in (C) 
luogo destinato alla radice che si cerca, e passo al- 
la determinazione della seconda cifra b . Sottratto 
perciò dal bzzh il quadrato 4 = «* , e avuto in (D) 
il residuo a, pongo presso di lui le due dire o5 , 
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clic seguono in (A), e avremo il numero ao5. Se si 
fossero calate tutte e quattro le cifre o5i6, ne sa- 
rebbe venuto il risultato ao5i6 = io 4 Xa-*-io 3 X 0 
•+- io* X5-*-6j ma questo non è che un caso partico- 
lare della espressione generale (LVI) : dunque nella 
ipotesi presente avendosi la lettera G della (LVI) 
= 2, ed entro perciò il numero ioG-+-» = loXa ■+• 
o = 20 dovendosi pel (II. 7z.*a34) contenere il dop- 
pio prodotto nab=: z.zb — <\b } ci serviremo di simile 
proprietà unita all’ altra dei ( II. n. 234, 286 ) , per 
iscuoprire il valore di b. Raddoppio perciò 1* otte- 
nuto a, colloco in (E) il 4, che ne viene, e diviso, 
secondo le regole ordinarie della divisione numeri- 
ca , per esso 4 il 20 , pongo il quoto 5 presso del 4» 
moltiplico pel 5 medesimo il numero 45, e osservo, 
se il prodotto , che ne risulta , sia o no > ao5 . In 
questo caso riuscendo 45.5 = 225 > 205 , ed essendo 
45.5 = (4o-*-5)3 = ( za X io-i-5)5 = 20 X 5 X i<M-5* , pel 
( II. ìu* 2.34) dirò che b> 5; riduco quindi l’ottenu- 
to 5 all’intero prossimo inferiore 4> P on go questo 4 
alla destra del primo, e poiché il prodotto 44.4 = 
17Ó è < ao5 , pel (n.*a36) dirò che b— 4. In con- 
seguenza di ciò colloco in (C) alla destra del 2 il 4* 
ed effettuata in (E) la moltiplicazione di 44 P er 4 * 
sottraggo in (D) dal numero 205 il prodotto 176 . 
Avuto in (F) l’avanzo 29, si scrivano alla sua de- 
stra le susseguenti due cifre 16 di (A). Essendo in 
questo caso il numero A del (III. n.* 234) = 20 -*-4 
— 24 5 il secondo membro della Equazione (LVII) 
diverrà uguale al numero 2916 risultatoci in (F); 
ed avendosi quindi la lettera H dell’ accennata (LVII) 
= 29 , dovrà il doppio prodotto 2A c= sX 24C =4 Se 
pel citato (III. n.® 234) contenersi entro ioH-t-/=io 
X 29-1- 1 = 291 . Scritto perciò in Gii doppio di 24, 
cioè 48, divido per esso la parte 291 del numero 
2916, eolloco presso del 48 il quoziente 6, che ne 
viene , e fatta in (G) la moltiplicazione del 486 P er 
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6 , poiché il prodotto 2916, che ne nasce Tion è 
maggiore del numero esistente in (F) , ed anzi pel 
(II. n. a 238 ) gli è uguale , onde fattane la sottrazio- 
ne, risulta l’avanzo zero; dirò pel ( I. ri . 0 237) es- 
sere c = 6. Colloco pertanto questo 6 in (C) alla de- 
stra del 4, ed il numero 246 * ar * seconda radi- 
ce, che si cercava . 

II. Portandoci all’ altro esempio (B) , poiché in 
questo esiste un numero pari di cifre, cioè otto , 
converrà con la forinola generale (LII), la sua radi- 
ce seconda conterrà quattro classi ( re 0 . iòz ) e la pri- 
ma cifra a sinistra della radice altro non sarà che 
la radice del massimo quadrato esistente entro il 
numero che vien formato dalle prime due cifre di 
(B) ( n.° a-35 ) ; ma tal numero è 29, in cui il massi- 
mo quadrato è »5 . Dunque essendo Srrj/aS la pri- 
ma cifra della radice clic si cerca , la pongo in H ; 
e per le ragioni stesse, che sonosi indicate, nel 
(prec. I ) proseguendo ad operare nella medesima ma- 
niera spttragge dal 29 il a5, presso all’ avanzo 4 
pongo in (I) le due cifre susseguenti 00 , pongo in 
(K) il doppio di 5, cioè io , e lasciata nel numero 
(I) l’ultima cifra 0, divido il numero formato dall© 
altre, cioè 40 per io, aggiungo il quoto 4 all* destra 
del io, e osservo se il prodotto di 104 per 4 supe- 
ra il numero (I) : superandolo in vece del 4 ( «•* 

334) pongo il 3, e poiché io3.3<4°o > colloco que- 
sto 3 in (H) alla destra del 5(n.° 236), ed ottenuto 
in (K) il prodotto 3oy , lo sottraggo dal 400 . Ap- 
presso all’ avanzo 91 pongo in (L) le seguenti due 
cifre 89 , raddoppio in (M) F ottenuto 53 , lasciata 
indietro in (L) l’ultima cifra 9, divido il 918 per 
106, e determinato il quoto 8, giacché 1068.8 < 
9189, lo pongo in (H) alla destra del S (I.n.*a37), 
e scritto in (N) il residuo 646 nato per la sottra- 
zione del 1068 . 8 = 8544 dal precedente 9189, calo 
appresso di lui le ultime due cifre 96. Posto in (P) 
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il 1O76 doppio dell’ ottenuto 538 divido in (N) per 
.questo 1076 il 6459, e poiché il prodotto del quo- 
to, che ne viene , 6 pel 10766 non supera, ed an- 
zi uguaglia il numero (N) ( 11. n.° *87 Ill.n.° a 53 ) 
colloco questo 6 in (H) presso all’ 8, ed il numero 
5386 composto appunto di quattro classi sarà la ra- 
dice richiesta . 

III. Se il quadrato numerico proposto oontenga 
un numero di classi maggiore di quello, che si con- 
tiene nei due supposti (A), (B); proseguendo sempre 
l'operazione medesima, da quanto si è detto nei 
(I, II, III, IV, n.° 234, n.° 235, n.° 236, 1, II, n.* 237) 
apparisce, che sempre ne otterremo la corrisponden- 
te radice seconda . Per piccola riflessione , che si 
faccia , vedesi poi facilmente , il perchè siasi il da- 
to quadrato diviso da destra a sinistra di due in due 
classi . Finalmente il ( n. 8 233 ) mostra il perchè , 
ogniqualvolta la radice del dato numero intero è 
razionale , il residuo dell' ultima sottrazione debba 
essere zero 


(A) 

6 ,o 5 ,i 6 

4 

(D) 2 o » ( 


<F) 


2916 

2916 


(C) 


246 


44 

(G) 486 

4 

6 

176 

2910 


(B) 

39,00,89,96 
35 ( K) 


ai) 

5386 


(N) 


009 
9T89 
8 5 ^4 

045 96 
646 96 


io3 

(M) 1068 

(P) 10700 

3 

8 

6 

3 09 

8044 

64696 


(UX) 


242- Scoi. 4-* Pongasi ora, che la radice seconda del 
numero dato non sia razionale ( n.° 187 ), quale è 
appunto la radice del 18 ( n." i83), P altra del 2, 
quella del 138396, ec. In questo caso la radice di 
cui si tratta, pel [cit.n . 0 1 83 ) non è mai determi- 
nabile esattamente; potremo però accostarci al suo 
■vero valore sempre di più , od anzi aocostarei oltre 
Algebra 18 
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qualunque differenza venga assegnata. Prima di es- 
porre i metodi, onde ottenere simile accostamento, 
Bisognerà eseguire alcune considerazioni . Chiamato 
perciò P 1 ’ intero proposto avente la sua radice qua- 
drata irrazionale , chiamisi N* il massimo quadrato 
perfetto intero , che in esso si contiene , e sia P— N* 
= Q : 9 e con la P si esprima il precedente * 8 , o il 
s, oppure il 133396, ne verrà in corrispondenza 
JS'* = i 6 ; =1 ; =i 38384 , c Q = P-N*= i 8 -ió=ai 
= 2 — 1 = 1 ; = 138396— j33384= la. Ciò posto 
I. Poiché il dato intero P essendo necessaria- 
mente o pari o dispari , deve avere la forma (LII) , 
o P altra (LIV), suppongasi, che abbia attualmen- 
te una di questfe , e fatto per maggiore chiarezza 
n = 3 , sia A 

P = 1 c 5 » -4- 1 c*fi -4- 1 o 3 t •+■ 1 o*k + 10 1 p , oppure 

P = I 0 4 À -4- 1 o 3 i •+■ 1 t */c 1 0/ -4- p 

Eseguiscasi sopra P finché si può P operazione del 
(«.°a 39 ): il risultato, che ne viene, dovrà eviden- 
temente contenere n = 3 cifre, e chiamato esso R, 
porrò quindi R= io a a-t- icb +c . Ritenuto qui pu- 
re , che alle A , H si attribuiscano i valori, che Bo- 
riosi supposti nel (III. n.° 304 ) , non potrà presente- 
mente essere io X aAc - 4 -c*= 1 c*H -4- 10Z -+■ p , sicco- 
me nel (II. m.° 238 ); perchè se lo fosse, ne verreb- 
be ic* A* -t- 1 o X 2 Ac - 4 -c* = io* A* -4- io*H ■+■ 10/ -t- p , 
e però R* = P , ed R = j/'P; ma R per la ipotesi è 
numero commensurabile ; tale adunque sarebbe an- 
che j/'P contro della supposizione. Inoltre pel mo- 
do, con cui nel (n . 0 a 3 o ) determinansi le cifre a. A, 
c dev’essere ancora ioX^Ac- 4 -t* non > ic*H- 4 - io !-*- 
p. Dunque risultando io X 2Ac -4- c* < io* H -4- 
io l -t- p , ne segue , che nella ipotesi della j/P ir- 
razionale , il residuo , i! quale nell’ accennata ope- 
razione ottienesi dalla sottrazione ultima iiou può 
essere=o , ma ne sarà maggiore . 

II. Chiamato quest’ ultimo residuo S , aggiungo 
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dover essere R = N, ed S = Q. Difatti pel modo 
con cui si determinano le a, b, c ( n.° 2Ì9 ) dev’es- 
sere io X aA(c-t-i) ■+. (e+i )* > io*H iol- 4 -p . Dunque 
avendosi jo*A*-h io X aA(c-«-i )-t-('M-i)*> io* A*-t* io a H 
10/ •+»/?, sarà ( toA -+-C-4- i)*> P, e però avendosi 
(R-+>i) a >P , R* uguaglierà il massimo quadrato per- 
fetto intero che contieoesi in P ; ma per la ipotesi 
tale è N*. Dunque sarà R a =N* , e quindi R = N* 
Inoltre per la supposizione abbiamo io*H ■+• p 

— ioX^Ac — t a = S, ed R* = io* A* -+- io X zAc -+* < 
onde R a -t- S =: j j* A* ■+• 1 o*H •+- t ìl -+-pzz P; ma P 
K’ + Q; dunque R* 5 = N*-t- Q e perciò S=sQ. 

Posto a cagion d’ esempio, che P esprima il ter- 
zo dei precedenti numeri, che sia P zz i 383q6, ese- 
guiscasi su di questo , finché si può , P operazione 
del (r?.®239); otterremo R zz 372, e dall* ultima 
sottrazione non si fivrà punto per residuo lo zero , 
ma bensì il numero ia>o (prccA) , il quale tari 

— S [prec. Ili ). Avendosi poi 372* =: i38334, 373*=: 
139129, sarà rapporto al supposto 1.38396 , 1* otte- 
nuto 372 = N; e giacché 138396— 1 38384 = P— N* = 
Q apparisce infatti, come risulti 1’ ultimo avanzo 
l? = Q. 

Ili, Qualunque altro valore diverso dal 3 (prec.l) 
attribuiscasi al numero n, è facile a vedersi, che 
hanno sempre luogo i discorsi e le conseguenze de* 
(prec, I , II) . 

241- Cor. I. Dunque qualunque siasi il numero 
delle cifre componenti l’intero P, avendosi sempre 
Il = N , ed S = Q ( n prec. ) ne viene, che coll’ ef- 
fettuare sopra il dato P, finché si può , l’operazio- 
ne del (n,° ì 3 g), il numero, che ne risulta, sarà 
sempre la radice del massimo quadrato perfetto in- 
tero , .che si contiene in P , c che P ultimo avanzo 
uguaglierà sempre la differenza , che passa tra P e 
P iudicato massimo quadrato , 
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II. Essendo N* il massimo quadrato perfetto ìn- 
fero che si contiene in P(re.* 240), avremo (N-t-i)* 
> P , e però N ■+■ 1 > j/ P . Dunque risultando j/P 
— N<x, ne segue, che la radice irrazionale j/P 
supererà 1 * altra N dell’ indicato quadrato N* meno 
d* un’unità. 

Ili, Moltiplioata la quantità Q per 100 , e avu- 
to così il risultato 100Q, col dividere 10Q per aN 
si determini come nel («.*2.30) un numero intero 
e positivo p tale che 10 X 2N/7 -t- p % < 1 00Q , e io 
X 2N(p-+-i) -h (p 1 )* > àooQ , e sommata con N la 

quantità JL , pongasi N ■+• =5 N' . Ciò fatto 


i.* Si osservi non potere giammai essere p ta- 
le, che io X 2N/7 -t~p*= 100Q: imperciocché , se ciò 

fosse, ne verrebbe "xaNgtg - '.°° N ‘+' 00 Q 


ICO 


= P,e quindi ottenendosi =(/'F, la radico 

feconda di P garebbe determinabile esattamente, e 
però razionale contro la ipotesi ( n-° 240 ) . 

Poiché si ha io X aN/? -t-p*< 100Q , onde 
iooN , 4 *iox»N/>-+-/>* icoN*-»-tooO „ 

< — - = P > e P er » 


100 


icN4-/j 
10 


<(/'?, avremo tanto N, come < I^P; 

ma p è numero positivo per cui in generale si ha 
N •+• > N . Dunque al valore della |/P sarà in 


generale più prossima la quantità N •+• ~ = N', che 

la N . Ho detto in generale, perchè potrebbe acca- 
dere , ebe pz=.o , e allora sarebbe N'=N, e però 
N' ed N egualmente distanti da j/P. 

3 .* A cagione di 10X aN(p»+*i)*+-(/M-i)*> ìooQ^ 
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£ 7 ? 


, . TOo"N J -f I0X3N(/J-f»lH"(p4->) 1 _ „ . 

avendosi ^ — — > P , e quindi 

N h- > p/P, la quantità j/P sarà compresa fra 


le due N 


IO 


, N 


£± 2 . Ora N - 


IO 


iL — - L- dunque N *+- — differendo da i/P meno 

di quello die differisca da N 5 la differen- 

za tra [/? ed N + -= N’ sarà minore di — . 
$e fosse p — oj allora risultando N:N', sarebbe 
ancora i/'P — N< — * 

Y IO 

IV. Sottraggasi dalla quantità 100Q 1 altra io 
X aN p •+■]*■; e sria ioeQ*— to X aN/? -*-/>*== Q ^ pel 
(i.® prec. ili) dovrà esser questo Q’>o . Si molti- 
plichi esso per 100 , e dividendo, cotne nel { prec, 
III ) ioQ' per aK'Xio si trovi un numero intero e 
positi vo <7 tale , che ioo X < iooO' , c ioo 

X aN* (q 1 ) ■+* ( q 4 - 1 )*> iooQ‘ , e con la N unità 

la quantità , sia 


N' 


IOO 


• = N 



IOO 


Ciò fatto . . 

i®. Riflettasi qui purè non poter esser giammai 
iooX2%H-y a = iooQ' ; perchè se ciò si volesse, 

,o4NM-io*x»N*</-M 1 _ io 4 ^'*^ 100 ^ _ 
ne verrebbe — , c * 

1C 4 

io a (io a TS H *-fO*) .»Vin»N»-<-it)xaNf-4-.p , -Mo !> Q— roxaNp-fl> 

luA ~ IO 4 


— io^N^-1-rn __ p g quindi risultando J/T — 

l « 4 
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. J f . ( l a i/P sarebbe commensurabile , contro 

ICO 

la supposizione. 

2. 0 Avendosi 100 X aN'^r ■+■ q» < iooQ', sarà 

ic<N ,J -l-to l xii'NV/-+-i 3 » io*N' j - 4 -iooQ‘ _ , 

7^4 < TT4 =P(/»«C.I.«), e 

però N' - 4 - o/P; ma q è numero positivo . Dun- 

que essendo in generale N'4- p^j>N'; sarà in ge- 
nerale, più. vicina al valor vero di \/P la quantità 
N' j — N" j che la N' . Anche qui ho detto in 

generale, perchè se mai q — 0, ne verrebbe N'=N", 
e però i/P— N'' — [/? — N' . 

3 .° Poiché 100 X 2N' ( q -+- 1 ) -t- (^4. 1 )» > 100Q' 

( prec. IV), e però ’°CV» 4 -.o^ a WH-n-+fy-f 0 ‘ ^ 


-- 4N ,<>>Q = P » ouJe N ' > t/ p > la quan- 

tità j/P esisterà tra le due N' ■+■ -!L jj» ■+- ttl . 

10 100 

Ala N' -+- N' — = — . Dunque N''= N' 

100 !ara a ^ sotto della j/^P di una differenza < 


ico * caso di q — 0, anche N' differirà dalla 

j/P , meno di — ; e menò di-^- differirà anco- 

100 100 

ra N, quando sia tanto p , come q =r o . 

V. Dal a tooQ' sottraggasi la quantità lOoXaN'^r' 
-*•'!* (prec. IV) , e si ponga tooQ' — 100 X 2N ’q — ■.* 
~ Q" > sarà Q" >0 (i.°prec. IV) • Col dividere ioQ"' 
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per 2 N”Xioo, S1 determini al solito un numero r 
intero positivo e tale , clic ro^XaN r^-*- r* non > 


4 * I LUI tl JU3UMV ~ ~ ' * * r 

100 Q", e io 3 x*N , ’(r+>Wt+i) > > io°Q > e facciasi 


N''-H — = N 


-I H 

1000 10 100 1000 


= N' 


* Vwv 

1 0 Non potrà ncppur quivi essere io 3 X aN'V 

,, jo 6 N»^io 3 X aN v r-Hr* 

r* = iooQ'\ perche ne verrebbe ~~TÓ6 r " 

__ .ioSN^-^-toqQ" io»(io*N >,a 4 -Q " ) — 

ic6 106 

. lO-O'-to^aNV-g^) _ io»N >-tQ 

— rrr io * 

= P( i.°/?rec.IV) , e però j/P = N ''-*• — = quan- 

jo6TS"*-f iooQ“ 


tità razionale contro la ipotesi . 

, c 6 Tvr»^ic 3 >< 2 N*r+^ 

3.* Poiché — c < 


106 f* 106 

= P (prec. !.•), e quindi N" - ^ <|/P, e poiché, 

tolto il caso di r— o, abbiamo N” + ~ > N"i si 

accosterà di più al valore della j/ P la N'" , che la 
N” . Che se r = o , allora sara N' =N , e i/P — 
N"' = l/P-N''. 

io 6 N’* 4 -io 3 xftN ,, (r-M 1 + 0 '+O* ^ 
3 .° Dal rapporto — 

l o6V ^il°g = p > traendosi N" + Ì*>/P} 

|qO ,OVW 

apparisce, che il valore della j/P é medio tra i due 

N" •+• Jl- . N" “ ; ma la differenza fra questi è 

* 1000 * «eoo * 


T . Dunque |/P differirà da N'" meno di . 


1000 


Se r — o t sarebbe ancora — N"< , tale sa» 


i 
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réhbe eziandio p/P — N', se <7 = 0, r = o, e tale fi.- 
utilmente anche j/P — N , se p — o, 7 = 0, / •= o . 

VI. Posto 100Q" — 1000 x uN'V— /- a = Q'", nella 
stessa guisa del ( 1 * prec. III, IV , V ) vedremo non 
potersi determinare alcuno intero s tale, che io 4 X 
alS i -+* s % — 1 00Q . Determinato però col dividere 

nella solita maniera joQ'" per 2N"' x 1000 questo 
numero s intero e positivo in modo, che il valore 
100Q"' rimanga compreso fra i due io 4 XaN"'* -t-s* , 
io 4 x *N'" (r-t-j) (s+ 1)* , come nel ( 2. 0 prec. III. 

IV, V) si vedrà , che fatto 


N"'-+- _J_ = N -H -£-h- -i. + -L. =N"" 

IOOOO lo 100 I 000 10000 

^ <\/P 5 c sarà a questa j/P più vicino di 

N , quando s non — o , vicino egualmente quan- 
do j = o. Finalmente col discorso del ( 3.° prec. Ili, 


IV , V , ) , troveremo essere i/P — N""< — ^ • ri» 

sultando tale anche p/P-N'", quando j=o, tale 
anche p/P — N , quando r — 0 , s^zo, e cosi di se» 
guito . 

VII. Siccome le successive espressioni N*-t~Q, 

Tc»T< 12 -f Q* 

io* » Tè» > rj6~ — .» ec. uguaglia- 


no sempre la V(i.'prec.Hh IV, V, ec.) , e le corris- 

k 2 X»4- irxaNpX/)* [f4 yi 

,c ' 5 ' lc .4 -#• 


pondenti 


io’x?NV- 4 - 7 J 


406K" 1 -}. to 3 x=N"r-+ r 1 to 8 N* , *-mo 4 vc. 1 V ,,, c-^j* 

— A , — s , ec. so- 

no sempre quadrati perfetti, ne segue, ohe potran- 
no sempre proseguirsi i discorsi de’ (prec. Ili, IV , 
V , ec. ) ; c in conseguenza di questi ninno degli 
avanzi successivi Q, Q' . Q" Q"’ t er . potendo mai 
risultare zero ( 1 .• prec. Ili . IV, V, ec.), ne segue, 
che per quanto si estenda coli* indicato metodo 
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( prec. Ili , IV, V ) la determinazioni dei precedenti 

numeri — , — , . — - — , ec. e quella per con- 

sequenza dei rispettivi risultati N', N , , N > 

ec. simile operazione non potrà mai aver line , Col 
suo mezzo però potremo sempre nei risultati N » 

N" , N'" , N"" ec. accostarci viemaggiormente al 
vero valore della [/'P { i.° prec. Ili , iV , V , ec. ) ri» 
trianentlone sempre ciascuno di essi minore ; ed an- 
zi pei ( II. 3.® prec. Ili, IV , V , ec. ) sapremo esse- 
re questo aocostamento tale, che y/P — N<I, |/.P. 

-N* l/P “N" <^, |/P,- N"’ <7 ~ , 

,/p_N'' 7 ' < •* — , e quindi in generale che \/P 

V icooo 1 

- N W <-V 

Vili. Supponghiamo di avere estesa la serie fi- 
no ad un termine ~ , e sia 

1C* 

ivt . V . <3 . r . . „ . JL-ì /t ’ 


io 100 10OO 


Ora siccome ahhiam riflettuto poter succedere , cìi6 
alcuni dei numeri p, q , r , ec. possono essere ze- 
ro ( a.° 3.° prec-. Ili , IV, V , ec. ) ; potrebbe mai ac* 
cadere , che fossero zero tutti quei termini v , z , 
ec. che ■, protrae n do la serie, succederebbero al ter* 
mine u ? Rispondo che no; Difatti avendo tanto 
(A) ; - 

i/'P , coinè K un valore finito , ed essendo y/'P 

(A) <*) 

> N ( prec. VII ) , tra y/P ed N esisterà una 

differenza , che chiamerò D , onde p/P — N =D, 
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re sarà D<- 1 ~ ( prec. VII ) . Ora data la frazione 

^ 1 0 4 

— , se la x possa aumentarsi all’ infinito , potrà 

corrispondentemente all’ infinito diminuirsi il valo- 
re della frazione medesima , e quindi , assegnata 
una quantità finita , potendo sempre aumentarsi la 

x in guisa , che risulti minore di essa , ne vie- 
ne , che potrò sempre determinare , e però esiste- 
ranno sempre dei valori della x tali , che D ; 
e giacché simili valori della x deggiono essere 
perchè ^->D, suppongasi, che uno di questi sia 

h-*-k, essendo k un numero intero positivo. Da 
ciò avremo—! <D. Estendasi presentemente nella 

solita maniera la serie N a -♦* ec. fino al termi- , 

IO 


ne , eh® ha per denominatore io 
N -f- — - * 


h^k 


, e sia 


a t-ec.-t — r -4- 

ICO It* 


loA-*-* 




IO 


avremo j/P — N < . Ma nella ipotesi, che 

tutti i termini v, z, ee. y fossero zero, per quan- 
to si è detto nel ( 3.° prec. Ili , IV , V , ec. ) si 

avrebbe eziandio p/P-N^ <— /, , e però D < 


io 


/»-f k 


ec. 


a 

fc - Dunque se tutti i termini v, 

quali , col protraersi della serie , succederebbero 
ad u t risultassero zero , avrebbe»; D maggiore nel 

tempo stesso , e minore di 1Q h+k> ma questo è un 
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assurdo. Dunque ec. Quindi pure apparisce che la 
determinazione dei successivi termini p, q , r, ec. 
non avrà mai fine . 

242. Probi. 40 .° Dato un intero e positivo P * 
la. cui radice seconda sia irrazionale , ritruovare «a 
numero, il quale differisca dal valor vero della {/P 

meno di una quantità data — y , ossia estrarre , co- 
me dicesi , per approssimazione la radice quadrata 
dal dato P . 

Sol. Scioglieremo il presente Problema, deter- 
minando attualmente la serie (L.X) , poiché il suo 

valore ^ è appunto tale che j/P— 

n* 241 ) • Dunque lo scuoprimento dei successivi 
termini N , p •> q •> r ec. u ci darà la soluzione ri- 
cercata . Determinato perciò da prima con 1 ’ opera- 
zione del ( n.° 239) replicata finché si può, quel 
numero, il cui quadrato è il massimo quadrato in- 
tero che esiste in P ( I. n.° 24* ) > sarà csso il valo- 
re della prima lettera N, e P ultimo avanzo, che 
ne rimane, sarà pel citato ( I. n .° 241 ) il valore di 
Q=P — N a , essendo sempre questo Q > o ({. n.° 240). 
In (LXI) nell’esempio (B) , ove P= 1 33396 otterre- 
me così in (M) N=37», ed in {N)Q=ia ; nell’esem- 
pio (A), ove P = 2 , otterremo in (C) N = z , ed -in 
(D)Q=« • F issata ora 1’ attenzione sopra del solo 
esempio (A) per trovare in esso il valore della seconda 
lettera p , moltiplico Q=i per loo, ossia aggiungo in 
(D) alla destra dello 1 dne zeri , e proseguendo ad 
operare come nel (n.® ato ) , raddoppio in (E) il va- 
lore di N = 1 , mediante la divisione di ioQ= 10 
per 2N = a ricavo il numero 4» e questo pel ( III. 
ri . 9 241) sarà il valore di p. Mentre viene aggiunto 
al precedente N, dovendosi tal valore dividere per 
10 (LX) , porrò in (C) l’ottenuto 4 alla destra del- 
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lo i , frapponendovi , secondo la regola dei decima- 
li , una virgola , e sarà i , 4 — N "*•— — N f ( III, 

Ni° 241 ) . Avuto in (F) il residuo 4 = Q'> pongo alla 
sua destra due zeri, onde ottenere 400— 100Q', scrivo in 
(G) il doppio di 14, cioè 28, c operando nella so- 
lita maniera determino il numero i . Essendo 14 — 
joN' , e però 28 — io X 2N' pel (IV. n.° 241 ) 1 ° 1 
ottenuto sarà il valore di q ; ma questo deve esse- 
re diviso per ico (LX) , lo porrò dunque in (CJ al- 
la destra del 4» e P er * a natura dei decimali avre- 
mo 1 > 41 — N h — — — N" ( IV. n.° 2Ì1 ). De* 

terminato in (H) l’avanzo iiqzxQ", e con l’ag- 
giunta dei due zeri il numero 1 1 900 = 1 00Q", e po- 
sto in (I) il doppio di 141 , cioè 282, proseguo ad 
operare al solito, ed il numero 4, che ne provie- 
ne , essendo pel (V. n.° 241 ) il valore di r , giac- 
ché 141 s= 100 N", e quindi 282= 100 X 2N", lo col- 
loco in (C) presso allo 1 , e sarà 1 , 4*4 — N 
h- ■$- -t — — == N"' , Scritto in (K) il residuo 604 =x 

Q"' , cd in (L) il 2828 doppio del 1 4 ^ seguito ad 
operare sempre nella stessa maniera, finché ottengo 
un numero h di valori corrispondenti alle h lette- 
re* p, q, r, co., u-, e il numero, che iti conseguen- 
za di ciò ottienesi in (C) sarà per la serie (LX) il 
valore che si cerca di N h più piccolo del valore 
vero della |/P di una quantità minore della data 

(VII. u.°24i ). Se sia /it= 5 , avremo nel nostro 

esempio (A) N r =i, 41421, e 1/2— 1, 4142! < — l - 

Lo stesso si dice di tutti gli altri casi , che ponno 
venire proposti. Nell’ esempio (B) trovandosi pzz q. 
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avremo Q'=iooQ (IV.n.°*4 I )> e P er conseguenza 
onde ottenere ìooQ' non si avrà , che da aggiunge- 
re in (N) due zeri alla destra del laoo. 

(A) ■ - 


» 

I 


(G) 

1.414*1 


(D) 

100 


il 

(F) 

400 


a8r 

(«) 

1 1900 


11396 

(K) 

604 


565 


PO 


(E) 34, 

381 

(G) *834 

(L; 3838* 

38*841 I 

4 

1 

4 

3 

I ] 

96! 

381 

11*96 J 

56564 

*83841 * 


3836co 

a8a84i 

10*759 


(LXI) 


(B) 

13,83,96 
9_ 

483 
4 6 9 

14 96 

il 14 

130000 

744° r 


(M) 

373,0161* 


I469 


74* 


‘4H 


744° r 


74401 


74403 61 744 0 ^ 31 


4464156] 


744o3 JU 


74400333 

3 

4880644-} 


4559900 

4464156 

7440831 

*13407900 

148806444 

64601456 

*43. Scoi. 5.° I. L’ esposto nel ( n*prcc. ) non 
è il solo metodo , onde accostarsi al vero valor» 
della i/P; un altro ce ne somministra la formola 

(XXX VII) ( VII ».°ao4) , nel caso di A=i,fc = a. 
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avendosi [/(a-*-x) = j / a (i + ^ 

r.3.5r4 


t.x 


i.Sj-S 


2.4 a.^.t>u 3 

I.3.5.73-5 ■ 

aXóXT^IT ~ ec * ) • Per riconoscere la 


a. 4 6.8<i4 34 

verità di quanto asserisco e come si possa far uso 
dell’ indicata serie, cominciamo dal porr* a-t- x zz P, 
a= N*,x = Q, onde avendosi Pr= N*-*-Q e Q > o, sia 
Q > 0* t.3.03 _ 1 3:5.04 

aN 7 a-4-JN4 
i.3. 5. "05 


tLXII) t/ p =N(i + 


2.46.1x6 

— cc. ) . 


a.4-6.8.M« 


2. 4,6.8. joi\ ‘f 

Supponemmo N, Q tali, che N*> Q, esupponghia- 
ino, che interrotta successivamente la serie nel pri- 
mo, nel terzo, nel quinto, nel settimo, ec. termi- 
ne , sia 
N X 1 = N 

N (.. 

(LXII, *n (.- 


N (1 


0 

. »-0» )-TVT 


aN» 

S.4ÌS4 / 


0 

1.Q 1 I.3.Q3 

1.3.5 Q4 1 

»N* 

a.4N4 "^3.4 6 iN6 

a.4. 0.8JN8 / 

Q 

,.Q* ^ , 3.Q3 

1.3.5 Q4 

aN 1 

"”a.4.N4 2.4.6N6 

3.4 ,o. 8 ì\«' 4 ' 


, I.3.5.7.9Q6 \ 

II 

SS 


“ 3.4.6.8.10. j aìN 


ec. 



». 3, 5.7.05 
3.4.O.8. 10N ‘ 


(LXIV) N ( 

N( 


ci iiuouoi La id out io uicvit 

quarto, sesto, ec. abbiasi 

n K 1)= m ' 


I -f- 


1-f. 


I Q 1 


aN 1 

0_ 

aN* 


* 4.1X4 
1 0* 


1.3.03 \ _ 

i.4 0j\6 / ~ 


M' 1 


1.3 


.03 


M 


M--N 4 34.fj.A6 

t_. 3J.7 Q7 ) _ 

ij.O.a.iojN 10 / 


I.3.5.Q3 

a.4.b.«.ji\8 
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Della estrazione ec. 287 

II. Nella precedente supposizione di N* non < 
Q, dall’andamento della serie (LXII) apparisce che 
il secondo termine di questa è minore del primo , 
il terzo minore del secondo , il quarto più piccolo 
del terzo , e così di seguito . 

III. Eseguiscasi in (LXVI) sopra P = N* Q 
l’operazione dei ( n * 220 , 221 ) , e siccome que- 
sta , a cagione di i/P irrazionale , non può aver 
fine , protraggasi indefinitamente. Avuto il risulta- 
to (B) , osservo , che si ha il suo termino 


terzo — 


Q* _ 


Q 1 „ 

a. a*N? 



Q3__ Q3 _ T.3.Q3 


il quarto SST= 7 È 5 -=Ap5 r . . 

•_ 50 * _ 5 Q 4 _ I. 3 . 5 Q* 

il quinto - - - #-a i — jjfij a.4.b.8N^ 

•1 - r . fn ?Q 5 -- 7-Q s i.3.S. 7 .Qì 

11 SCS a8i\9 — a.2*.a. a 3. a JN9 “ 2.4.Ò.8, joINì 9 1 

-, 3 7 Q 6 _ 3 7-Q 6 I.3.&74.Q6 

Jl settimo — fti0jL \jw— a.a*.a.a3.a.a t N“ a.4.ó.8.io.iaN“ 


ec. 

Dunque la serie (B) altro non è , che la (LXII) ; e 
per conseguenza i suoi termini anderanno continua- 
mente decrescendo ( pfec. II ) , si alterneranno, co- 
minciando dal secondo, continuamente nel segno, 
e le proprietà , che rigilardano la (B) spetteranno 
eziandio alla (LXII) , e viceversa. ... . 

Potremo riconoscere , che non solamente i ter- 
mini primi dell’ indicata serie (B) uguagliansi ai pri- 
mi della (LXII) , ma che anche gli ulteriori di quel- 
la si uguagliano agli ulteriori di questa, coll’osser- 
vare , che esprimendosi tanto dall’ una , come dall* 
altra di tali serie il valore sviluppato della \/P , 
deggiono essere fra loro uguali, e non essendosi asse- 
gnato alcun valore particolare a!ie N, Q, simile 
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tiguaglianza deve aver luogo, qualunque valore a 
queste N, Q si attribuisca . Dunque per quanto si 
è detto nel ( n.° 203 ) , ciascun termine della (B) do- 
vrà uguagliare ciascuno deila (LX 11 ) , e però ec. 

IV. Per semplicità maggiore denominiamo N,y>, 

— q, r, — 5, t, — u , ec. i termini successivi del- 
la serie (B) , e però della (LXII); avremo j/PrrN-+- 
jP — q~¥-r — s -t- t — m-+- ec. e sarà N >p > q > r>s >t 
> ec. (prec. II. III). In conseguenza di ciò risultan- 
do le quantità p — q , r—s , t — u- , ec. tutte posi- 
tive, le altre — 17-f-r, — s ■+■ t , ec. tutte negative , 
ed essendo M' = N-+-jo, M"= N ~*-p — q-*-r, M"' rr 
N + /)— <j + r — ec.; N' = N -4- p— q , N" — N 

-*-p — q r — s , N'" = N-t-/7 — q-*- r— • u , eo. 

vedesi agevolmente die si avrà 

i.° N minore di tutte le quantità M‘, N'., M", N", 
M'" N"' ec 

N < N' <N” < N’" < ec. 

3 .° M' > M" > > ec. 

V. Denominiamo Q , — Q', Q", — Q”; Q' # , — 

ec. gli avanzi, che nella operazione della ( Tar. LXVI ) 
ottengonsi successivamente: chiamiamo R, R' , R" , 
R'" , R' r , R r , R*', ec. le quantità, che dai residui 
Q , — Q' , ec. successivamente si sottraggono: e in 
questi residui cominciando dal terzo Q", dinotia- 
mo finalmente con le lettere g, h , i , j, k, ec. for- 
nite opportunamente di apici i loro termini «ucceg- 
sivi , in modo che sia 


Q"=g’-h" 

Q U0 ttt | W ■**/ 

— — n -f- ri — 1 

Q' r = g'-h ,f -*-r-r 

= -+-/// - i’ -4“ J* -k T 

Q’'=g" - h f ‘ -t- i " - /"-«-A" - 1" . 

ec. 


Ciò posto, per la natura della operazione (Tav. LXVr) 
( n. » 3 g) , e per le supposizioni fatte nel ( prcc.. IV ) 
abbiamo R = ( 2N ■+• p)p , R' =: ( aN -+-2 p — q ) X — q = 

(2M— q) 
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R"=s(aN-*a/>— ay-t-r) r = (jN+r)r, 
R" = ( 2N-+-2/?— a?-t- ar — s j X — •*= ( »M*— s ) X— ?, 
R' f — : { 2 N ip — iq -ì- 2.r — 2 «-+-/)£ :=: ( aN - 4 - / ) t , R 
— | a N -+. a p -r- ut] -t- it — zs -+■ 2.t — u) X — u j 

ec. 

Dunque a cagione di N > p > sj > r> s> f > ec. ì 
termini successivi , che compongono ciascuna delle 
R, R', K", eo. anderaono, astraziou fatta dal segno, 
continuamente ^crescendo : per esempio nella R" 
avremo 2 N r> zpr > zqr> r* , ossia contermini prò- 

03, Q* 05 Qfc 

prj (Tav. LXVI ) avremo _> — > . 

Ora per essere amendne i primi termini della (B) 
positivi, e gli altri alternantisi nel segno (prec. HI), 
mentre dalle quantità Q , — Q' , Q", ec. sottraggon- 
si le rispettive R , R' , R", eo. distruttosi il primo 
termine di ciascuna di quelle eoi primo termine di 
ciascheduna di queste , i termini ulteriori non fan- 
no infine che sommarsi rispetti vamente fra loro : co. 
si mentre dalla — Q" sottraesi per esempio la R" A 
. . . 5 Q* . . SQ4 

distruttosi il primo termine — ^^-col primo — , 

i secondi due si sommano nella Q" nel solo termine 

, i terzi due nel solo — , e gli ultimi 

a 7 N 8 u iv 

due della R"' divengono -+- , - ^§74 . Dun- 

que , siccome i successivi termini in ciascuna del. 
le R , R' , R" , ec.. vanno, prescindendo dal segno, 
sempre decrescendo , così andranno sempre decre-* 
scendo , astrazion fitta dal segno , ancora i termini 
di ciascuna delle Q", — Q'", Q ' , ec. : quindi nel- 
la Q" sarà £*-> jgy ; nella - Q" sarà ^ > 

— , ec. e servendoci delle espressioni (LXV) 

Algebra » 
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nella Q" avremo g"> li", nella — Q'"sarà g">h'“> 
i" : nella Q" si avrà g' r > h” > i' r > f f , ec. 

VI. Dall’alternazione dei segni nei termini se- 
condo, terzo, quarto, ec. della serie (B) {prec. Ili ), 
e da quanto si è detto nel (prec. V.) facilmente si 
vede , che i termini successivi di ciascuna delle 
quantità Q”,— Q'", Q"" , ec. si deggiono continua- 
niente alternare nel segno , e che il termine primo 
in ciascheduna delle Q, Q”, Q' T , Q" ec. è po- 
sitivo risultando esso negativo in ciascuna delle 

a44- Cor. Applicando alle espressioni (LXV) 
quanto si è veduto nei ( V , VI. n. prec. ) dedurre- 
mo agevolmente , 

I. Che a cagione di g">h" , deve essere Q''>o , 

II. Avendosi g'" > fi'" > i" 1 , ( prec. V ) , e però 

o, ed insieme <.h'" , sarà g"'— (//'"— /'")>o ; 
ma perla seconda delle Equazioni (LXV) g'" — (li" — i 
z=Q"' . Dunque avremo Q'">o . 

III. Per essere h” >i'* > j" ; con un discorso 

uguale a quello del (prec. II ) troveremo che li”— 
i" -+• j” >o; e a cagione di i” > j” sarà li” — i” ■+■ 
j” < h” , ma g”>h” , onde g” — h” > o. Dun- 
que sarà ancora g”—(h” — e però Q' r >o 

(LXV) . 

IV. - Poiché h r > i* > /">lc t , come nel (prec. Ili), 
vedrassi dover essere h * — i" — k' >o, e a ca- 
gione di »*>/' avremo h r — i r •+■ j f — k" <h* . Dun- 
que essendo g r -*~h f > o avrassi ancora g" — (ò* — 

j* — k f ), e quindi per le (LXV) Q* > o . 

V. Come ned (prr.c, IH ) vedremo dover essere 

h r '— i" -H/ r ' — h fl ■+■ 1" > o ; ma a cagione di i" >j " , 
e di k"'>V abbiamo — **' -*-/*' <o, — k'" - 1 - Z*'<o» 
Dunque risultando h"'— ** — h' , ed es- 
sendo , ne verrà g"-(h' '-A’Vz* '), 

e per conseguenza Q 1 " > o . 

Proseguendo innanzi il medesimo discorso, dai 
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g lt . V, VI, ». prec.) apparisce, ohe dovrà risul- 
tare anche in seguito Q^'^o , Q 1 "' >o , ec. 

245. Teor. 5 ,* Nelle supposizioni del ( ». 343) 
tutte le quantità (LX 1 I 1 ) ossia le N, N’, N". N r ", ec. 
sono <y , P ; le (LXI\ ) ossia le M’, M ,f > M , ec. no 
sono maggiori ; e frattanto si 1 ’ une che le altre si 
avvicinano al valore di essa yT entro dei limiti 
sempre più piccoli . 

Dim. I. Ottenuta con l’operazione ( LXVI ) la 
serie (B) comincio ad osservare , che a cagione di 
P ~ N* Q , abbiamo già N < \/ P , 

Essendo RnaN^+//’ (V. ». 243), avremo N a -+• 
R =:N a -f-aN/? -+-/>“ ; ma per la natura della sottra- 
zione dalla (LXVI) si ha (,)— Rzr— Q r , e però R=Q-hQ', 
onde N*- 4 -R=N*-t-Q-»-Q' = P-t- 0 '>P , perchè avendosi 
Q» 

— .Q 7 =— quantità necessariamente negativa , sa- 
rà , cambiato il segno, Q'>o. Dunque risultando 
f} a -+-2N/?H-/' a >P r sarà N-4-^7 , e però S1'>VP . 

A cagione di R'=r — (V. ». 24^), sarà M'* 
ma dalla (LXVI) abbiamo — Q'— 
R'=Q", e quindi M'*-»-R'-M'»--Q , _Q" . Dunque es- 
sendo M'* — Q' = P, e Q">o ( I. ». 244), risulterà 
M'*- 1 -R'<P , e però M'* — 2M'zr-t-»*=(M'— </)* = N'*<P , 
«T onde N'<VP, 

L’ equazione R"=iNV+r* ( V. n. 243 ) , sommini- 
stra l’altra N'»-HR" = N’*+aN 7 -+-/» = (N'-k) 9 = M"» ; 
ma a cagione di Q" — R'' = — Q'" (LXVI) abbiamo 
N' 9 -t-R' -N' a -i-Q"-s-Q"'=P-t-Q"' , perchè N*-»-Q"=P , 
Dunque, per essere Q"'>o (II. ». 244)’ s * avra N' a -+- 
R''>P , e per conseguenza M'>yP . 

Nella maniera medesima dall’ Equazione R'" zz 
— aM"j -+- j> a (V. ». 24^ ) ritraendosi M"* -4- R" f — 
( M" — j) a = N'' a , e dall’altra -Q'"-R , "=Q' , (LXVI) 
ricavandosi M" a -t- R"' = M" a - Q'" - Q"=P_Q"<P , 
perchè Q'"'>o , otterremo N" <[/ P . 

Proseguendo sempre il discorso jstesso vedesi , 
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rii e sempre risulterà M'''>j/P , N"'<j/'P, M*’’ >|/P, 
, ec. Dunque tutte le quantità espresse con 
le M , ossia tutte le (LXIV) 9ono >{/? , e tutte le 
espresse con le N, ossia le (LK.Ul) sono <|/'P . 

II. Poiché abbiamo N'=M ’— q , M" =2 

N'-t-r , N" = M"— s , M'" = N"-»-f , N'" = M , ec. 
( IV. n. i\ i),p esprime la differenza tra M' ed N , 
q esprime la differenza tra M' ed N' , r la differen- 
za tra M" ed N , s la differenza tra M" ed N" . ec. 
Ora pel {prec. I) si ha N < |/P<M r , M'>^/ / P>N' , 
N'<|/T<M", M''>|/'P>N'', N"<^/P< M‘", M'">yP 
> N"',er, Dunque sarà |/P— N <p , M'-q/P <<7 , y^P — 
N <r, M"-j/P < S) {/P-N "<t , M'"— i/P>u , ec.; 
ina pel cit. (IV. n. 243} p<q<r<eo. Dunque le dif- 
ferenze tra la j/P , e le successive quantità N, M', 
N', M', N", ec. saranno contenute entra 

dei limiti sempre minori. Dunque ec, 

246. Cor. Poiché la espressione 

h_ jq v 1 . 3.5-7 : • • • (aw — 3) Q n 
a.4.6.8 a n N 2w 

rappresenta evidontemente il termine generale della 
serie (LXII) (I. n. 24^) prendendosi in essa il segno -4-, 
quando n è dispari, ed il segno —, quando n è pari: se- 
gue da quanto si è dimostrato nel (n. prec.) che «letta 
serie prolungata in generalo lino al termine (LXVII) 
differirà dal valore della ^ P meno della quantità 

N X ) . • --d.. 2 ' 7 ' esprimente il termi- 

a,4-6. 8. • • • • a(n-f- 

ne , che immediatamente succede all’altro (LXVII); 
e questa differenza sarà in più, se n è dispari, in 
meno se » è pari . 

247. Probi. 41. Mediante la serie (LXII) estrar- 
re per approssimazione la radice seconda dal dato 
numero intero P . 

Sol. Vogliasi che il numero, che si cerea, di£- 
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ferisca dal valore della \/P meno di una data quantità 

J- in cui A sia un intero positivo grande quanto si 
A 

vuole . Determinato un numero N tale, che sia N a >P— 
N*=Q, e determinato cosi il corrispondente valore di Q, 
si sostituiscano essi nella serie (LX 1 I), e protraggasi 
questa fino esclusivamente ad un termine (LXVilj , 

il cui valore sia non > -j— • Ciò fatto la serie ot- 
tenuta quella sara , che scioglie il Problema . 

Per dimostrare , come possa sempre arrivarsi 

all’ accennato termine non > -g » suppongo, che di- 
viso N* per Q ne venga un quoto G , ed un avan- 
zo k, onde N*=CQ^-/r> e * > e sup- 

G -«■ 

k n 

posta per brevità G -4- = H , abbiasi -j|-. 

sostituisco nella serie ( LXII), ed essa diverrà 
|MJ t r . I , 1.3 _ >. 3.5 

yY — Nll+ all • 

Ora poiché si ha N *>Q , e però G un intero noi* 
< 1 } siano di numero II le cifre componenti G , e 
sia primieramente h noù < 2 . Avendosi G non 
h — 1 , 

<10 * ed essendo — non <0 » onde H non <G f 

sarà ancora H non <10 , e però non > — r— 

n I0 « 

e finalmente non > . . * - - , essendo * un 

numero positivo . Moltiplicato ora il numero A per 
N , suppongasi che in AN si contengano i classi , 
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*94 

onde ÀN < io', ed -d- > A- • Facciasi finalmente 
(h— l)*r=i: ricavandosi quindi xxz-^-— osservo , 
se -- 1 — è numero intero, se lo è , lo determino e lo 

« — i 

chiamo n, se non lo è, chiamo n Finterò prossimamente 

ed avremo evidentemente -L<-S~ e però 
h— i il» AN 7 * 

< -£• > ossja -^22 < j; ma il termine (LXVII) 
e, prescindendo dal segno, evidentemente * 


Dunque sarà ancora lo stesso (LXVII) 

Sia in secondo luogo h— i . Poiché H>i, ele- 
vando questa H alle successive potenze , arriverò 

g 

certamente ad una potestà, che dirò H , nella qua- 
le esisterà una parte intera fornita di un numero di 
cifre non < 2 : sia pertanto questo numero di cifre 

g /— r 

2, avremo, come precedentemente II non < io , 

, * 1 1 t 

e pero non >—£!:, ed — non > 




io 


IO' 


Fatta V equazione g[ì — i)jr=t, si determini, come 

di sopra un intero n — , oppure prossimamente > 
i 

l~ 7 ; e in conseguenza di ciò risultando qui pure 


si avrà 


NQ-» 

]\-« 


, e quindi il termine (LXVII) 


^ A. . Ora in amendne questi casi P indicato nu- 
mero 77 e sempre attualmente determinabile, e de- 
terminabile indipendentemente dalla stessa serie 
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(LXII) . Dunque sarà ancora sempre determinabile 
il termine (LXVII) , clic somministra il domandato 
limite di approssimazione . . 

Sia per esempio P = 27, e vogliasi un numero 

die differisca dalla 1/2,7 meno di — Preso N*. 

- ' ' Q 5 23 7 

= 23, c pero Q = a , sara ^ = -7 ; ma — 12 

onde il precedente G=i2, ed h — a , ed inoltre 

AN rróooooo, onde i — 6. Dunque , risultando x = 

i 6 , 

^7777 — —^ — 6 , e però u — 6 , otterrò certamente 

l’approssimazione richiesta , calcolando la serie (LXII) 
entro del termine settimo. Ora, sostituendo, osser- 

. 5 . i. 3 . 5 . a 4 1 

vo , che il termine quinto diviene a 6 y js — iH56 


IOOOOO 


. Dunque per soddisfare a quanto si 


xaoooo _ 

richiede , basterà nel caso presente , che ci fermia- 
mo al termine quarto , e sarà il risultato 
a 

3 . 5 * 


(■ 


5 

= 5 -+- 


a.4.54 
a. 5 4 — .51+1 
Uà 


u j A/ Olile* * 

l32 \_ p . J * 

..A.6.56 y J 5 a.5 


2.4 

= 5 + 


a. 56 


5 a (a. 5 a — O+i _ - a5 - 4 <H-i 

— ' a.5 T a.3135 


= 5-1- il domandato; tale cioè, che 5 ■+•^5" — 


I/37 < 


X 

IOOOOO 


248. Scoi. 6.° I. Quanto il termine N a è più 
piccolo di Q , dalla natura delle frazioni è chiaro , 
che tanto più sollecitamente potremo ottenere la 
soluzione del precedente Problema. Nel supposto 
esempio di P=27 ( n.° prec. ) onde ottenere il nu- 
mero 5 •+• 7— , che differisce dalla 1/ 37 meno di 
6 a 5 o ' r - 


1 
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— ’ — , si è spinta la serie fino al quarto termine 

inciusivamente : che se venga richiesto di avere 
una simile approssimazione , calcolando un minor 
nunieio di termini, basterà attribuire ad N* , che 
presentemente può anche essere un numero non in- 
tero , un valore opportunamente > ; la determi- 

nazione poi di tal valore potrà ottenersi mediaute 
il (rt.° 242 ). Truovato di latti con questo mezzo il 
5i 

IO 


numero 5,i = — , il cui quadrato differisce da 2 v 


di — , pongo N a = ~ , Q r= — sostituisco nel— 

luo 1 ° 10O 100 

la (LXII), ed avuto cosi 1/27 n Al/ — 22 1_5H- 

' 1 K ‘ ìo\ a.4.òi< 

~ - j"o ' ~ > ài * 6 09S * a riducendo a più semplice 

espressione , ^27 

— ec.^ osservo, che 


i.3 . 1 iS 


5i . 1 .3. r 1 9 


a. 4 17.-» a. 4.6.176 

_ 5ixi33r 


10.A.4.0.176 loxiyàiooóóa 

Di 


io( .Aóo: ..+ "■ »<><>"«> * L,atl( I ue ia questa ipo- 

tesi basterà che ci fermiamo al terzo termine , e il 
risultalo 77 ('*—-±1^ differirà da y'ì-j 

meno di . * . 


100UO0 


II. vSonovi alcuni casi, ne’ quali l’artifizio del 
[prrr. I ) è assolutamente necessario : ogniqualvol- 
ta 1 micio P è tale , che non esiste alcun quadra- 
to perfrno N a intero <P, il quale somministri il 
residuo P — N* = Q<N*; allora non verificandosi 
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la condiziono, fondamentale supposta (*.* 2+5 )> n0!l 
avrebbe più luogo tutto ciò, a cui si appoggia la 
soluzione del Problema del (n. 24? )• 1 ‘l 11 * 1 1 80 “ 

no questi casi? Per determinarli , snppooghiamo , 
che a» rappresenti il massimo quadrato intero per- 
fetto , che si contiene in P, onde (x+l-, >1 i« 

sia x* non > Q ■ Dal rapporto x % 1 >1 sot- 
traggasi l’altro'*» non >Q, ne verrà 2* -+■ 1 > V 
— Q, e però a cagione di P — x* Q > 2*-+- 1 x, 
e quindi a» — xx < 1, a* — 2* ■+■ 1 < 2 > x 1 <y 
e finalmente a < 1 - 1/2 . Ora * dev essere intero, 

e >0 , e degl’ interi > o e < I ■+• l/ 2 11011 V1 8on ? 
che i due 1,2. Dunque il supposto * non potrà 

eguagliare che 1* = 1 , oppure 2* — 4 5 ma , ^ , v 
essere non < a» , ed a* il più grande quadrato in- 
tero perfetto , che esiste in P = a*-i-Q- unque , 
allorché a» = 1 , non potendo Q uguagliare che * , 

ovvero 2, e quando a» = 4 non po ten “° c e es9e “ 
rcQ = 4; tre soli saranno i casi sovraccennati 
quello cioè di P= i*-t» 1 =2 > 1 altro di i 

4-2 = 5 , ed il terzo di P = 2» -4= 8 ^PP°* to 
pertanto in conseguenza del ( n* 242 ) i» 4 » 

Q =J~, qnuulo F = 3 ; N"=i, 7 , Q q““* 

do P = 3 ; ed N‘ = a , 8 , Q=-J^ quando P = 8 . 
otterremo in corrispondenza 

0 


1 H 

a. iq* 

*4*4- 4 

a.+6.i^ 

— ec 

IT 

t.ì 1* 

W 

W 

- 

a. 1 7 * 

a A*7 4 

'a-4 6 -‘7 6 


1 6 

I. Ih» 

i.3. i63 

> 

- PP* 

* 1 a.a8* 

a.q.a84 

a+.6 a86 

* > 


^7s( 

III. Se il valore , che si richiede prossimo alla 
p'T , vuoisi di lei minore, allora 1 * ultimo terini- 
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ne, di, cu! si tien conto dev’essere negativo ; e deve 
questo essere positivo quando il valore cercato si 
vuole > j/P ( p.45 , I. n.° 243 ) . 

3 4 9 - Scoi. 7.° I. Supposta 1’ Equazione 


x ~ a-¥- 


1 • 

tolgansi da essa i rotti , e si sciolga . Avutosi 
q lindi a - ( a —b)x = ah + 1 , pel («.««aò) ritrarre- 

“ •= t r-*k'( S T S **** ')• ® l'accia a = 

e si tenga conto del solo segno ; ricavandosi 
quindi x — i/ , P equazione supposta diverrà 

x = l/( a *-*-i ) =a ^-_l_ . Si sostituisca in questa 


u-tx 

invece della x il suo valore a 

t 


1 


( a 1 + 1 j = a 


S.U-hl 


ne vena 
: si sostituisca di mio- 


a -f- x 


il Valore medesimo, e otterremo /(fl'+i) = s + 
. Si progredisca a piacimento la sos- 


vo 

I 

&a~+-i 

aa-f 1 

a+x 

tituzione istessa , ed è chiaro , che ci verrà 

aa-p t 


fla-i-i 

aa-+-r 


a u-f- cc. 


razione Continua (ra.° 117), la quale potremo spin- 
gere innanzi quanto a noi piace, senza però, che 
mai giunga a terminarsi. Dunque supposto P — «* 
1 * potremo svolgere la j/T in una trazione coa- 
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tinua, la quale può avanzarsi quanto si vuole. 

II. Silpponghiamo , che si tronchi la preceden- 
te frazione (LXVIIl) in un determinato luogo, per 
esempio, dopo il termine quinto ^ aggiungasi all' ul- 
timo denominatore 2 a la frazione , e sarà e- 

gattamente |/ («* -4- 1 ) = a •+> 

a a-j- 1 

aa-f-t 

a a-t- 1 

fl-r x 


( /irec. I ). Truovinsi ora giusta i ( n.° 1x7, II* I J 4 ) 
le successive frazioni ordinarie , ohe si uguagliano 


alle corrispondenti porzioni a, a 


» 1 

aa * qaH" 1 


ec. e chiamate queste come nel ( n.° It5) 

a h i k l 77» 

v » ir » t » ir ’ x ’ m * 

avremo T ultima -~* — 7 ( II* n.° 1 14) esatta * 
M (a-Kr)L-fk ' 

* , , a h * 

mente =r j/ ( a* -+• 1 ) ( n.° 1 1 7 ) ; ina le altre — • » 

ec. sou tali che si avvicinano sempre di piu , c f l 
anzi quanto è mai possibile, avuto riguardo alla 
maggiore semplicità dei termini , al valore della 

. Dunque esse stesse si accosteranno nella ma- 
niera medesima al valore della ma quello 

che si è detto nella ipotesi presente, si dice in 
egnal modo in qualunque altro luogo diverso , ed 
oltre del quinto si tronchi la frazione (LXV1II). 
Dunque quanto più si prolunga la serie delle prece- 
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fi 

denti quantità , ce. tanto più ci accostere- 

mo , e sempre nella sovraccennata maniera al valor 
Vero della \/ (o a -+- i ) . 

III. Essendo nella (LXVIII) i successivi denomi- 
natori costantemente — %a, le frazioni — - , ec. 

acquisteranno un andamento costante , per cui po- 
tremo determinare una formola generale . Operando 
infatti secondo il ( II. n.* 114 ) ; »i troverà 

a ti 

*1' 1 

^ 2<2*-f-r 

’ 

' 1 _ a*a 3 -l-fg-f i)a 
■1 

J_ (a a -f a. 2 )rt J -+-r 

K a3«3 - 4 . a. 2 a 

£_ a4/i5-f»(a3-4-3.a*)rt3_f_(a.2.+.T)* 

a4 u 44-3.a 2 a i -(- x * 

e chiamata -g la frazióne nesima troveremo essere 
ili generalo 

t / n — 1 n n — a n — 3 n— a n — 4 

g ^2 a -r-(a -t-(n— 2)2 )a ( (/z — 3 )a 

(„ — 3>f»— 4 ) »— 5 x»-4 / (n — 4)(n — 5) n~6 

à » )“ + \ a + (LX1 

(/>— 4,( n -.5)( n -^r.) n 7 \ n— 6 / (n— 5 )(r 7 — 6 )(« — 7 ) n— 3 

••3 2 /" - \ Tó 

»- 9 \ 3 /(c-6)r n - 7) r„_8)(h^QÌ n- 

a 3, 4 ^ *+* \ a H /4 2 

isrfi)("-:) ( i.-8)f^-ov„- 10) v „^ I0 ‘ 4 

2 -3.4.5. a ) a 

L? ~ 7 ) ( n — 3 ) ( « — q ) ( n— te > r ♦ ) n— ia 

a.J.^à 1 * ~ a -► 


L 
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Della estrazione ee. Sci 

( » — 7 ) ( ” — 8 )( n —• q ) ( n — io ) ( n — it ) ( n— la ) x 

a.ij. 4 . 5.0 

n — 13\ n— *ia \ / n — i n — i ti— 3 n — 3 

a )a +e c -/ a a)» a •+■ 

(/i— 3 )(n — 4 ) n — 5 «—5 (n— 4)(n — 5)(«— 1 f>) n — 7 n — 7 

a " 1 a " K “ ^3 a a ■+■ 


(n— 5)(n — fj)(n — 7 X 11 — R) n — 9 n — 9 

2.3.4 a a 

(ra— 6) («--7) (« — 8) (n — q ) ( ti — 1 o ) « — ii 11 — n 

a 3.4 5 a a ■+■ 

(n — 7X»— SUn — ioVn— -1 i)(n — 1*) n — 1,1 1 

! — — . - 2 a -+- ec.l 

2.3.43.0 ' 

formola , il cui andamento tanto rapporto al nume- 
ratore , come al denominatore è assai facile a con- 
cepirsi , onde all’ occorrenza si potrà agevolmente 
prolungare quanto si vuole. Da essa poi ricavere- 


mo ciascuna delle frazioni particolari — . A , ec.. 

1 ’ H ’ 


col supporre in corrispondenza n—i, 2 , ec. e col 
protrarre tal forinola , finché cominciano a sor- 
gere sulla a degli esponenti negativi \ Facciasi per 
esempio n = 5 , dalla (LXIX) otterremo 

•^-=^2 4 « 5 -+-(2 3 -t-3.2 ! ‘).'Z s -+-(a.2-t-i)a^* (2 4 a 4 -HÌ.2 m à*-<-i) = T: ; 
sia n r= 8 , ne verrà 

t _ 2 7 rt 8 -f-(2 6 -f-(i.a 5 |fl 6 -i-/3.9. 4 -s-ir).2 3 ) q 4 -».(6. a *-+-.! } 
IV. Poiché tutte le frazioni , -i- , A , ec. 

ili - 4 


sono <\/[a*+ 1), c le altre A, A, ^ ec. ne so- 
no maggiori ( IV. n.° iió); ne segue che quando n 
è numero dispari sarà ~ < j/( «•-»- 1 ) , e quando » 


è pari, sarà -jp > [/(a 1 -*- 1) . Quanto più grande poi 
sarà l’ intero n, tanto più vicini saranno fra loro i 
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3 e» 

valori delle due quantità ) avendosi 

pel (II. n. # ìió) la loro differenza < > ed anche 

< chiamata la frazione, che succede im- 

mediatamente alla-^-. 

25 o. Probi, Mediante il valore ^/iP—i) de- 
terminare per approssimazione il valore della p/P f 
essendo al solito P un intero positivo. 

Sol. Chiamato O valore che si cerca. 

a .* 

vogliasi che la differenza tra p/P, e sia, 

come nel («,*347), < e vogliasi in primo Ino- 
{ P r ) 

g° — q — ' <|/P . Supposto P — 1 zza* determino 

per n un numero intero dispari tale , che nella 
(LXIX) risulti il quadrato del denominatore R non 
<A, il che è chiaro, che può sempre farsi, poi- 
ché al crescersi di n, il divisore R può aumentarsi 
evidentemente oltre qualunque quantità venga asse- 
gnata ; divido il numeratore r per a, onde tauto 

in , come nel denominatore R non esistano a 
cagione di n dispari , che tante potenze della a pa- 
ri; sostituisco in amendne queste quantità — , R 

J n vece di n il suo valore già determinato, in ve- 
ce delle potestà a' , a A , « 6 , ec. , i valori P— j, 
(P — 1 )’> (P — 1 ) 3 > ec. ed il risultato, che ne viene, 
moltiplicato per p/(P — 1) altro non sarà che il cer- 
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tato valore (III, IV, prec. ) . Che se si 

T0 S^ a — ^ — ->j/P ; allora darò ad n un valor# 

pari , e tale che R» non < A, ridurrò la ~ alla ™ 

•n Ha 

— r\/(P — r) 

Ha * 0n “ e gli esponenti della a, i quali in 

R erano tutti dispari, divengano tutti pari; farò 
tanto in r , come in R# le precedenti sostituzioni, 

6 k ^ Ha — “ s * con vertirà cosi nella domandata 

>i/P(JII,I V.n'prec.). 

25 1. Scoi . 8. Prima di applicare la soluzione 
del precedente problema ad alcun esempio, premet- 
tiamo alcune cose , le quali potranno facilitare le 
operazioni . 

I. Osservo, che nella (LXIX) alla formazione 
di i numeratore r entra in parte il denominatore R, 
moltiplicato per a, e che supposto za =: z , risulta 

W— * („- a| /- 9 -k /■H-.y—si , ~ s ^ . . 

( n — 4)(« — 5)0» — 6 ) ti — 7 (/i— 5)fn — — 8 ) n — 9 

*1 Z - 4 - 2X4 z - + " 

( n -, 6 ) ( n — 7) ( n — 8 ) ( n — 9 ) ( n — io ) Y 

23.4.5 1 ILXnXJ 

(n—,- 7 ) (n— 8 )(n—q)'(n—io) (n—iì) (n— 12) n — 13 

a. 3 . 4 . 5 - 6 z ■+* ec * 

_ r» , ”~ a . «—4 («— S 

r =ffR-»- 3 -+- — l)z -+- .5 0 

(n — 5 )fn — 6) 7) n— 8 (n— 6)f»— Q ) „_ IO 

a - 3 z **■ IX4 a -+■ 

( »~ 7 )(«— 8)(w— 9 )(w— ro)(-»?— 

a. 3 . 4 -à 


■ ec. 
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II. Facciamo /i=i 3 . Dai coefficienti n — 2, ^ 


ec. acquistandosi perciò i valori 1 1 , 45 > co* c da- 
gli altri # — 3 , ec. i valori io, 36 , ec. 


avremo 


R = 


ri; 


r ~ «R- 


45 z s ■+• «4s 6 


I03 9 36z 7 -+- 56z 5 ■ 


* -4- 3.1Z’ H 

35 z 3 h~ 6 z 


e fatto z* ossia 4 a a — u, otterre 


ino 


R =5 w 6 f im 5 -4- a5w 4 -4- 34« 5 70 iv* -4- a 1 « -4 - t , 

i3(R + 2 '(a 5 + l om 4 -4- 36« 3 - 4 - 56u* 3Su - 4 - 6 ) )® • 

Se si fosse supposto « = n sarehbcsi in egual mo- 
do ottenuto 

R — w s -f- gu 4 -*- a8« 5 - 4 - 35u* - 4 - i5« - 4 - 1 
r ~ ( R- 4 - a(u 4 ■+• 8 -+- atu* -4- 40M-4- 5 ) 

2Sa. Probi. 43 . Vogliasi determinare spedita- 
mente il valore , che acquista un’ espressione alge- 
brica intera avente una sola indeterminata, allor- 
ché a questa indeterminata si attribuisce un dato 
Talore . 

Sol . Sia per esempio in (LXXII)R la espressione, 
di cui si cerea speditamente il valore , mentre po- 
nesi u — 4. Si scrivano in (LXXI 1 I.A) in una linea 
orizzontale i coefficienti 1, 9, 28 ec. delle succes- 
sive potenze della u , cominciando dalla più alta; 
alla sinistra di questi si ponga separato con una li- 
neetta verticale il 4 proposto, quindi scritto sotto 
del numero secondo 9 il primo 1 , si- moltiplichi 
questo 1 pel 4 > s * sommi il prodotto 4 col sovrap- 
posto 9 , e scrivasi sotto del terzo coefficiente 28 
il risultato i 3 . Moltiplicato questo i 3 pel 4 s * som- 
mi il prodotto Sa col 28 sovrapposto , e scrivasi il 
risultato 80 sotto del coefficiente quarto 35 . Si pro- 
segua avanti sempre nella stessa maniera , operan- 
do in un modo perfettamente uguale a quello, olio 
si è esposto nel («.'a 06) per la formazione delle 

«e. 


(LXXI) 


(LXXII) 


\ 
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seconde righe; e ciò fatto il risaltato ultimo 5 741 , 
che se ne ottiene, sarà il valore, che acquista la 
nostra R (LXXIl) nella ipotesi «li « = 4 . 

Per conoscere la ragione di questa operazione, 
suppongasi, che la espressione data sia la Au 3 -*-Bu® 
C(/-+-D, e che 9 ! voglia u—p . Effettuata su di 
lei in (LXXlIIjB) la precedente operazione, per ul- 
timo risultato ci viene Ajt? 3 -*- B/>* -h Cp-t~ D ; ma 
questo è appunto ciò che diviene la A u 3 •+• Bu» ■+• 
D per la supposizione di u—p. Dunque ot- 
tenendosi ciò, qualunque siausi i coefficienti A, 
B , ec. e quello, che si è detto della espressione 
«li 3® grado, posta tale pir maggiore semplicità,, 
dicesi ugualmente di tutte le altre. Dunque ec. 

Se nella espressione data mancasse qualche ter- 
mine, come per esempio nella 2 u 5 — -45u 3 7 , nel- 

la quale manoauo i termini corrispondenti alle po- 
tenze w 4 , «*, u ; allora ritluco simile espressione 
alla forma xu b -+- o X u 4 — ■ 4 ^« 3 o X« l + °X«+ 7 > 
e volendosi per esempio u — 3, opero in (LXXIIl,C), 
come di sopra, ponendo tanti zeri come coefficien- 
ti dei termini mancanti, e sarà F ultimo risultato 
— I 22 — a.3 s — 43. 3 3 -«-7 


4 | * » 9 > 28 , 35 , i5 , r 

1, i3, 80, 355, r435> £741 

(&) 

p\ AB, C, D 

A, Ap-*- B A^ 3 -+-Bp*-4-Cy>-*-D . 

(C) 

Sja, o, — 45 , o, o, 7, 

2, - 6 , — 27 , — 81 243 , — 728. 


(LXX1II) 


• • 253. Esem. 3«>. Determinare il peso di un dato 
corpo col mezzo d’ una bilancia infedele per brac- 
cia disuguali . 

Sol. Poiché le due braccia della bilancia pon- 
gonsi disuguali , chiamo il braccio destro A, il si- 
Al gal* rii. ao 
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jiistro B , e chiamo b il peso già noto di ciascuno 
dei due bacini , ed r il peso , che si cerca . Collo- 
cato il dato Corpo nel bacino destro, supponghia- 
mo che si trovi equilibrarsi con lui un determina- 
to peso p posto nel bacino sinistro, c trasportato in 
aeguito al bacino sinistro esso corpo, truovisi, elio 
si ha equilibrio , ponendo nel bacino destro un de- 
terminato peso q. Ciò fatto, osservo, che x-i-b è 
il peso totale, il quale penile nel primo esperimen- 
to dal braccio A della bilancia, e p-*-b il peso 
pendente dal braccio B. Dunque a cagione dell 11 e- 
quilibrio attuale dovendo questi due pesi pei prin- 
cipj di Statica essere in ragione inversa della lun- 
ghezza de’ bracci , considerandosi i pesi de’ bracci 
medesimi come trascurabili, sarà x-t- b:p -4- b : : B:A; 
ma in conseguenza dell’ esperimento secondo , ab- 
biamo ancora q *+- h b :: B : A . Dunque avendosi 
K-*-b:p-hb \ , ne verrà (x-*-b) % — (q-*-b) , 

ed x — [/ ( p-*~l> ) ( q-*rb ) — b, c questi sarà il peso do- 
mandato. 

Sia per esempio b — j , p = 7, 17=8, risulterà 
3,9 — x —\/ 72 — i=6j/ / 2— i . Onde trovare per 
approssimazione il valore della \/ a, servendomi del 
metodo esposto nel (n.° 280), pongo P=2, e però 
P — j —a* — 1 , e quindi azz 1, zzz 2 azz 2 (n.° 281. 
II), ed « = 4a 3 = 4; faccio nelle espressioni (LXX) 
72 = 11, e convertitesi perciò esse nelle ( LXXII ) , 
colloco in queste, operando come nel ( n.* prec. ) f 
il 4 in vece di u, e ritrovato così essere R = 574 i, 
u A 8« 3 ■+> sin* 2.CU 4- 1 = 1189 , per cui r = 5741 


-f- 2.1 189= 3t 19 , il rotto ~ esprimerà un 

O741 

valore prossimo alla \/ 2, onde avremo prossimamen- 

6x8» 19 . 

te il peso richiesto — 1 , e giacche j/ 4 


8» 19 

•&741 6741* Sj - ijo'j 0S1 


(IV. n.° 249 ) , sarà it — 
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(ifjr 1 ) < 3àJ 9 otiT- Se si fos8e ««PPosto n- 

*3; tenendo allora conto delle forinole (LXXI) avrei 
mediante il metodo del ( ?i.*prec. ) determinato R ~ 

33461, r~ 33461 •+• 2.6930 = 4; 3ai , e quindi — — 

r 

gg^ 6t - sarebbe stato il mimerò prossimo alla j/a , 
onde x prossimamente = 1 ; avendosi poi 


sarà x ■— 


t/a _ 47 3at < _ r_ 

3346x (33461')* myÒoSóai * 

(&2 [_ x \< 1 — _ . 

\33401 / 11196335^1 

254. Scoi. 9. I. Sicoome 1* accostamento delle 
trovate frazioni alla |/i è rispettiva- 
mente maggiore dei valori , (uu« 

miro prec. ) , ne segue, cbe se getterò in decimali quc- 

... 8119 4 7 3 a * 1 . , , . , 

5tc 5^47* * 33477 > * a prima dara un risultato esatto 

fino alla Settima cifra decimale; e la seconda lo' 
darà esatto fino alla nona . 

II. Poiché quanto maggiore è la quantità a tan- 
to risulta piu grande la z — ia , e però il valore 
della R (LXX) , (LXXI), (LXXII) , e quindi tanto 

più piccolo il valore della ; dal ( IV. n.® 249 ) 

apparisce , cbe quanto più grande è la a , e per 
conseguenza la P=n-+- 1 , tanto maggiore sarà l’ap- 

prossimazior.e della alla (/P : ma nella ipotesi 
di P=2j e però di 0=1, col fare nelle (LXX)n=ii> 
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ti ottiene un si frazione assai vicina al valor ve- 
ro della p/a («•• prer. ) . Dunque allorché alla P 
a, rannosi ilei valori > a , e pero alla « (lei va- 
lori > » » dovendo, col porre parimenti n— li, ri- 
sultare in un’ approssimazione tanto maggioro 

v „ r ,o la i/P ; «e segue, che mentre si voglia col 
eptodo del |/i. 6 aào) ottenere prossimamente il va- 
i <lpHa i/P , potremo, ritenuto costantemente 
lo If .servirci delle formolo (LXX1II) . Le (LXXII) 
” ate dalla supposizione di n= i3, ci darebbero un 

anorossi 'nazione maggiore . 

*55. Scoi. io. Pongasi l’equazione 


x — a •+■ 


i-H i_ 
c-t-x 


Tolti a. qnP.ta i rotti, e .ciolta 1’ equazione «O 
_M.-Àr = abc~a + c, cl.e ne rtsnlta, », faceta 

a — b — c-y ne verrà x — \/( "* 3 ) — 


nel valore a: 


quantità 


£+7 . Sostituiscasi , come nel *49) , m 


• 1. 

luo-o della 07 la frazione ora determinata; si repu- 
diale sostituzione quanto si vuole, od ottenendosi 


p/ { o* -s- a ) = a •¥■ a _^ 

au-f- > 




aa-4-i 


fl-t-r 


a«-f» ec. 

col discorso stesso del (TI. a4o) troveremo, che an- 
cora col mezzo di questa frazione continua pccssia- 
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Ino determinare per approssimazione il valore del- 
la ]/P , « questo espresso per la ]/(P— 2 ). Sia per 
esempio P “ 33 , e però 6 , a — b , ne verrà 

j rqn&ot 

\/ 33 = 6 -+* 

r 

"6+^ 

lii-ìj- T 

6-f- ee. 


Ìrisilìtando — [/ Z3< 

72*fJ O K 


t 

(.34430]-* ■* 


a56. 5coA ir. Abbiamo nei ( n. 242 » &4?» a5© , 
a35 ) esposti quattro metodi diversi, onde cercare 
per approssimazione il valore della j/P, alloraechè 
P esprime nn numero intero e positivo avente la 
tua radice seconda incommensurabile . Affine però 
di scegdierc tra questi quello, cl>e può essere più 
•opportuno all’ uopo-, si osservi, che mediante H pri- 
mo ( n 0 242 ) possiamo bensì ottenere assai sempli- 
cemente e spedi tu meri te il valore prossimo alla ra- 
dice, ed ottenerlo immediatamente espresso con do- 
ti filali \ mà simile metodo non può applicarsi se 
non se quando P è un numero particolare determi- 
nato . Il metodo secondo («.* 247 ") contrario ci 
darà il valore richiesto in generale , anche allor 
tjnando la quantità P, e quindi le N , Q si consi- 
derino di valore indeterminato, pirrchè però si ri- 
tenga N a >Q. Questo secondo metodo inoltre, men- 
tre si ponga N a notabilmente maggiore di Q, potrà 
darci il chiesto valore prossimo molto più rapida- 
mente di qnel che Ciccia il metodo primo ; ma per 
esso un tal valore non vien dato che con frazioni 
ordinarie , mentre con l 1 altro rimane tosto ridotto 
in decimali. I metodi finalmente terzo {n 0 a55)potrnn- 
no essere giovevoli , e spediti quando |/(P— t) rappor- 
to a quello, e j/(P— 2 ) rapporto a questo sono razio- 
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nali ; ma in caso diverso converrebbe aver conosciu- 
to già prima o determinare attualmente per appros- 
simazione il valore della j/'(P—i) , o della j/jP— 2), 
c sostituirlo, il che allungherebbe il lavoro. E ve- 
ro , che, qualunque siasi P , si può sempre ridur- 
re j/P in una frazione continua, nella quale tutti 
i termini siano interi e razionali ; ma mentre p/ (P — 1), 
|/(P — 2) siano incommensurabili , simile frazione ri- 
sulterebbe diversa dalle ritrovate nei ( n. 249, 25'») , 
e la sua determinazione non può aver luogo nel 
presente Trattato elementare . 

257. Scoi. 12. 0 I. Siccome i quadrati de’ primi 
nove numeri 1 , 2 , 3 , ec, terminano solamente con 
una delle cifre 1 , 4 5 5 , 6 , 9 ( Tav. LI ) , ne se- 
gue evidentemente, che se un intero dato finisce 
con una delle altre 2, 3 , 7, 3 , esso non potrà 
mai essere un quadrato perfetto: cosi non potrà es- 
serlo , se finisce con un numero dispari di zeri . 

II. Se il numero da cui si vuole estrarre la ra- 
dice quadrata sia un rotto razionale , ne avremo la 
radice estraendo questa tanto dal numeratore, come 


aa 5 


dal denominatore (I. zz .* 178). Sarà perciò p/ 
^/aa5 - 




— 1 È. ; ma se il denominatore abbia la *ua radi- 


ce irrazionale, allora, prima di eseguire P opera- 
zione , gioverà ridurre il denominatore medesimo 
ad essere un quadrato perfetto, col moltiplicare 
amendue i termini del fratto per un numero oppor- 


. 40 53 1 b* li 

tuno. Se per esempio — , — , - ^ , — siano 

le frazioni date, poiché i divisori 12, 1 1 , a'b , a 
hanno tutti la loro radice seconda irrazionale , e 
poiché 3 . 12 = 36 , n . 1 1 = 1 2 1 , «“/» X h — u* b a , a X 
ti 23 0 * sono tutti quadrati perfetti , ridurrò le fra- 


zioni medesime alle 


altre 


3.49 

•Ì.IA 


i4j 1 r.53i 584 r 

* li.M Ì2X 
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Della estrazione e*. 
4o_\/'47 


t*— ‘I /4 £=^-^= 


ìli 

53i yr>84i 


ii 


/(a'+h'\ 


^(fl a A- 4 -£ 3 j 

«6 


3 

^ a a 


CAPO V. 

Dell ’ estrazione di una radice qualunque dai Polinomj t 
e dalle quantità numeriche . 

^ 3 , Scol. i.* I. Osservando le potenze (XXVIII) 

(re. ity), vedesi, che il cubo di un binomio qua- 
lunque a -t-r contiene il cubo a 3 della prima par- 
te re, più il triplo del quadrato della prima a mol- 
tiplicato nella seconda parte x , cioè il termine 
Za*x , più il triplo del prodotto della parte prima 
a nel quadrato della seconda x , cioè Sax*, più fi- 
nalmente il cubo x 3 della parte seconda* 

II. Supposto x — &-4-c-w/-+-ec.-+-re , vedesi, come 
nel ( re. 207 ) , che ciò stesso , che si è detto del 
cubo del binomio re-*- a? (prec.l), dicesi ancora del 
cubo del polinomio a-+- b d-*- ec. -+• u , consi- 
derando la quantità b -*- c-+* d-*- ec. -+■ u come secon- 
da parte; onde si ha 

(a -+- b - 4 -C- 4 - d-*-e.c. -4- re ) 3 = a 3 -*-Za i (b-*-c-*-d-*- ec. -*-re) (LXXIV) 
-t-3«(/;-*-c-t-</-4-ec.-+-re) s -+- (b-t-c-*-d- 4-eC- -+- re) 3 . 

Osservando poi questo cubo , vedesi agevolmente , 
che in ciascuno de’ suoi termini le lettere a,b,c,d , 
ec. , re formano tre dimensioni (re. 162) , ossia che 
in ciascuno di essi entrano tre delle accennate 
a , b , c , ec. 

III. Coll’ osservare le altre potenze del bino- 
mio re-4-r (XXVIII) potremo agevolmente , come si 
è fatto riguardo al quadrato (I. re. 2:0) , ed al cu- 
bo (prec, I.) determinare la forma de’ termini, che 
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te compongono . Troveremo così , che la potestà , 
per esempio , quinta di a- t-x contiene la quinta po- 
tenza » 5 della prima parte, più il quintuplo «Iella 
quarta potenza « 4 moltiplicata nella parte secondai, 
cioè 5 a 4 x , più il decuplo della terza potenza a 3 
nel quadrato x* , ossia io« 3 r*, più il decuplo del 
quadralo u* nel cubo x 3 , cioè ioa*x 3 , più il quin- 
tuplo di a in x 4 , cioè Sax 4 , più finalmente la po- 
tenza quinta x 5 della secouda parte x . Ingenerale la 
m 

potenza (a-f-a) si troverà formata della potenza mestrua 
m m — i 

a , della prima parte a, più, del prodotto della a 
nella parte seconda x moltiplicato per m , cioè del 


m — i rn — a a 

termine ma x } più del prodotto a x replicato 

m — a a 
x * 


mtm — i) . • j i i .. m[m — i) « 

— - — - volte , ossia del prodotto • — - — - a 


e così di segnilo (XXXIII) ( n. 20>) . Ponendo poi 
ee. u , ve«lremo , come nel [ri. prec. II ) 
che dicesi delle potenze (a- 4 -b-t- c ec. ■+*« ) 5 , 
( a -+* b-*- c -w/-+- ec.-t- u , m ciò stesso che si è detto 
de. le (rf-Krp, [a-*-x) m (n. 207), e vedremo, che in es- 
se ciascun termine rapporto alle «, b , c, ec. sarà 
nella prima di 5 , e nella seconda di m dimensioni . 

289. Probi. 44 * Supposto» il numero de’ termini, 
che formano il polinomio ( »-+-i-*-c-w/-*-ec.-w/ ), deter- 
minare il numero de’ termini componenti il suo cubo . 

Sol. Fisso l’attenzione sopra la prima lettera a , 
e considerando nel cubo del polinomio dato le di- 
verse potenze di questa , veggo , che esso in conse- 
guenza di simili potenze viene ad essere diviso, 
come apparisce in (LXXIV) , e come dai (III. ». prec) 
in «piatirò parti , la prima delle quali contiene a 3 , 
la seconda /. a , la terza a , e la quarta è priva af- 
fatto «li questa lettera : vegjro inoltre , che « 3 for- 
ma un solo termine, che a* entra in tanti termini. 


Digitized by Google 


Della Estrazione ec. 3 t 3 

piante sono le altre lettere b , c, J, ec» u, elle 1» 
moltiplicano , cioè in ti—i termini; e che a entra 
in tonti termini, quanti sono quelli, i quali for- 
mano la seconda potenza ( è *t*c-**rf-i‘-ec. »♦-«)*, cioè 

in fcTTlfe . termini { «. 218): veggo finalmente, che 

in a 3 = naa la lettera a semplice è ripetuta tre vol- 
te , in a'—aa la stessa a viene ripetuta duè , vòlte , 
cd ili a una volta. Dunque conchiuderò, che que- 
sta a semplice in tutto il cubo ( LXX 1 V ) viene 

, , . > ( n — 1 )n 

replicata le volte 3-4- a ( ra — * ) •+■ — 

6^4fr— 4-4 -h»— n _ n*-f 3 n 4 - a 1 . Ora mian- 

a a » 1 

to si è detto presentemente della <t dicesi in eguai 
modo della lettera b, della c, eec. Dunque nel cu- 
li© ( LXXIV ) essendo ciascuna di queste lettere ri- 

petuta 1 volte, ne segue , che 

■sarà il numero totale delle lettere semplici , che lo 
formano ; ma di tali lettere entrano tre in punto 
per mascherimi termine { II,/*, prec.). Dunque il nu- 
mero dei termini risultando la terza parte di quel- 
lo delle lettere, ne segue, che nel cubo del dato 

. . , n(n+i)<n-t%) ^ . . 

polinomio esistono — ^ ‘termini. 

Ponendo nt=zz, 3 ., 4, 5 , ec. risulta in cor- 
rispondenza — ^ =r ij. , io, 20, 35 , ec. Dun- 


que mentre nel cubo di un binomio entrano quat- 
tro termini , nel cubo di un trinomio ne entrano 
dieci, in quello d’ un quadrinomio venti , trenta- 
cinque in quello di un quiotinomio , ec. 

2O0. Scoi. 2. Col discorso medesimo del (n.prrc.) 
potremo determinare qual sia il numero de’ termini 
nella quarta potestà del supposto polinomio , quale 


* 
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il numero stesso nella potestà quinta , quale nella 
sesta , ec. Difatti 

I. Rapporto in primo luogo alla potenza quar- 
ta , poiché pel ( IH. n. a53 ) si ha 
(a+b-t-c-t-d -*• ec .-t-w) 4 — -+- c~*-d -+- ec.-t-«) -+- 6 «• 
(b -+- c -**(/-*- e c. -+- u) a -t- 4 a (b ■+• c-+-d -+■ ec.-w/) 3 

-t- (J+C + (/+ CC. -f- i/) 4 , 

la a* verrà in essa ripetuta una volta; la a 3 vi esisterà 
tante volte , quanti sono i termini della somma b-t-r, 
-+-rf-f-ec.-*-M , cioè le volte h-*i ; la a % vi sì con- 
terrà tante volte, quanto è il numero de’ termini 

del quadrato (i-t-cH-^+ec. + w)*) cioè ——— vol- 
te (n. 218 ); e la a tante volte, quanto è il nu- 
mero — — 1 V esprimente peh ( n 1 prec. ) il 

numero de’ termini nel cubo (£-HC-+-;/-+-ec. 7/) 3 . Ora 
in a^—aana la «semplice esiste quattro volte, in « 3 
— %aa esiste tre volte, due volte in a*—ta, ed una 
in a . Dunque in tutta la supposta potenza qua- 
drata-quadrata essa a semplice sarà contenuta le 

volte 4 3 (»-,) -+* 

^ ' ' a • 2 .3 

24 -4 - 1 8 /? — iH-i-On 1 — 6n4-nì — n n? 4- bn 1 + itk+ 6 

a . 3 a .3 

_ M-i)M-2)(*-f 3) » , *4 k 

— j ma lo stesso numero di volte con- 

tienesi nell’ indicata potenza anche ciascuna dello 
b, c, d, ec. j u, poiché quello che si dice della 
« , si dice eziandio delle altre lettere . Dunque 

»(”+ •){”•*■ essendo il numero totale delle let- 

a . ò 

tere semplici, che entrano nella formazione dell* 
esposta potenza , e di tali lettere entrandone quat- 
tro per ciascun termine (III. n. a38) il uumero do* 
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termini medesimi sarà 2 7- " - ^ - - - . Se sia 

a . o . 4 

11— a, 3 , 4 , 5 , ec. , il numero indicato diverrà cor- 
rispondentemente 5 , i 5 , 35 , 70, ec. 

II. Col raziocinio medesimo trovandosi , che 
nella potenza quinta del dato Polinomio ciascuna 
«Ielle lettere semplici a, b, c, d, ec . ,u si contiene 

I» volte 5 + 4 (»-.)h-3Ì^+ O . W MJI 

(n — i)(n)(n-f-i) (11-4-2) 7 i 4 -f. io n 3 - 4 - 35 U 1 -f- Scn -V- 24 

a . 3 .4 — ” a . 3 . 4 

( n 4 -i)(/J-t-i)(" 4 - 3 )^+ 4 ) , i- 

— “ a — 3T4 5 *1 numero totale di esse 

lettere sarà £ - 4 ~ — e quello per con- 

, . , . . nf«+0(n-|-a)(/24-3)(n-f4) 

seguenza dei termini a . 3 . 475 * 

III. Nella maniera stessa si troverà , che il nu- 
mero de’ termini nella potestà sesta riesce 
n_(»+ ,)( W 4.y-p3)(i.+4)Mjj ? nella potesti settimì 

« ”^.K.+^i+3)(^4)(^^± Ì) ‘ e in genera i 0 
a. 3 . 4. 5 . 6. 7 b 

,, . , w(n-4-i)(tf-4-a)(n-f 3 )fw-r- 4 ) • • • («+m- 1) 

nella mcsima e — 5 f— 2 [ • 

a . 3 . 4 . 5 . .t >a 

a6i. Scol. 3 . I. Supposto a-+-i-«-c-t-r/-t-ec.:=/7, 
li ottiene (a-t-lM-c-^d-^ec.-^-u ) 3 = (p «) 3 =p 3 3 p*u 

m m m 

-+- 3 pu* -+~ u 3 , {a-*- b c d -¥• ec. -+-u) — (p-t~u) — p - 1- 

m — 1 mlm—i) ™— a 
mp u-*- — p 


ir 


ec. 


Dunque come nel (II- n. 2iq), concluderemo, 
che di quelle stesse parti, di cui è composto il cubo, 
e in generale la potenza mesìma di un binomio 
può dirsi composto ancora il cubo, la potenza me- 
sima del Polinomio a-+-^-+-c-*-^/-+-ec.-«-« , mentre però 
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si consideri la somma a-^-b -t- c-*~d ec. Come par- 
te prima. 

II. Acciocché la radice cubica , e in generai»* 
la mestrua di un polinomio dato sia razionale , co- 
me nei ( III , IV , Vi n- zig) vedremo dover esso 
polinomio avere i suoi termini tanti e quali sono 
stati determinati nei ( n. 209 , 260 I. III. » v a 58 ) » 
Altrimenti la radice sarà incommensurabile: poten- 
do qui pure accadere , Come nel ( VI. ju zig. ) chi 
pel valore particolare delle lettere a , b , c , u la 
radice > Il quale in generale sarebbe stata incom- 
mensurabile , divenga razionale. Quantunque sia ir- 
razionale la j^(a *-+-//) , mentre a, b siano indeter- 
minate, pure se si faccia a=ioe 3 , bzzzSc 6 , ci ri- 
sulterà ^(rt a -*-/d =: q^(Qoc-+-a 5 )c 6 j=i/ / i 25 c 6 2 = 5 c* yuan* 
tua razionale . 

262. Pròbi. 45 . Estrarre la radice cùbica da uri 
quadrinomio avente la sua radice terza commensu- 
rabile . 

Sol. Sia ih ( LXXV ) (A) il quadrinomio dato ; 
Poiché la sua radice terza è razionale j sarà questa 
uri binomio, é quello avrà la forma indicata nel 

Ì I. ri. 203 ). Ordinato esso pertanto per Una delle 
ettere, clic lo formano, per esempio per la x, 
estraggo giusta il («. 177) la radice cubica del pri- 
mo termine 8x 3 , e scritto il risultato zx in (lì) 
luogo destinato alla radice che si cerca, sottraggo 
dal quadrinomio (A) il cubo Sa: 5 di ar . Faccio orà 
di questo termine ax il quadrato 41* , lo triplico , 
è postò in (D) il risultato 122* , divido per esso il 
primo termine — 3 bpx a della (C), dovendo il quoto: 
che ne viene", — 5 p essere evidentemente il secon- 
do termine della radice (I. n. 253 ), lo pongo irt 
(B) presso al zx , e scrivo in (D) presso del 22: jd 
triplo del suo quadrato , cioè 27 p* , ponendo 

in mezzo a queste due quantità una virgola : mol- 
tiplico quindi in croce il termale — • àp esisieuto 
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in (B) col 12X* esistente in (D) , P altro sx , che 
è in (B) col 37/-* , che trovasi in (D) , faccio 
il cubo di essa — 3 p, e scritti in (E) i prodotti 
— 3 6 px* , 5^p*x , — 27 p 3 faccio dalla sovrapposta 
(C) la sottrazione . Essendo la radice cercata bino- 
nia e razionale, è chiaro dal ( cit. I. n. 258 ), 
che P avanzo deve esser zero ; come difatti succe- 
de , e quindi ix — 3 p sarà la radice cubica do- 
mandata . 


(0 

(E) 


(A) 

8 x 3 — — 2 77/ 3 
8ar 3 

* — 36 /; x *- 4 - 54 //*-£— 2 7/' 3 
— ì6px % -*-Hp*x— *7P 3 
* * 


(B) 

2 r — 3 p 
(D) 123*, 27^/* 


Lo stesso si pratica , qualunque altro siasi il qua- 
drinomio proposto , la cui radice cubica sia razio- 
nale . 

263. Probi. 4 6. Dato un Decanomio (F) nella 
(Tav.LXXVI), la cui radice terza sia commensura- 
bile, trovare la radice medesima. 

Sol. Ordinato il decanomio dato per la lettera 
x , determino, operando come nel ( n.* prec. ), i duo 
termini 5a*x*— 3x, e scrittili nel luogo (G ) destina- 
to alla radice, considero la quantità 5a* i* — 3.r sic- 
come prima parte della radice che si cerca (I. n. c 26 1), 
come se fosse un termine solo ; quindi , proseguen- 
do ad operare come precedentemente , scrivo in (I) 
il triplo del suo quadrato; divido pel primo termi- 
ne 75 a* x 4 di questo il primo termine 535a 6 x A del 
residuo (H) ; pongo in (G) alla destra del — ix il 
quoto 7« a , in (I) il triplo del quadrato di 7 a*, cioè 
} dividendolo dalla quantità precedente con 


1 


\ 
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una virgola; moltiplico in croce la — 90«*x s 

-*-i r lx > esistente avanti alla virgola per 7 a* , l’altra 
j 4?« 4 che è dopo la virgola, per 5 «*jc* — 3 x; faccio 
il cubo del termine 7 a % ottenuto in (G) ; scrivo in 
(L) tutti i termini, che ne vengono; li sottraggo 
dalla sovrapposta quantità (li) : e siccome la ra- 
dice domandata è per la ipotesi razionale , e pel 
( n.° 259 ) dev’ essere trinomia, ne verrà pei ( I. n. 2 . 58 , 
I. j». 261) un residuo zero, e in (G) 5 a* x % — 3x-»-7tt* 
sarà la radice medesima . 

264* Scoi. 4. 0 I. Se il polinomio dato avente la 
radice terza commensurabile contenesse venti , op- 
pure trentacinque , ec. termini, onde la radice stes- 
sa fosse in corrispondenza quadrinomia , quintino- 
mia , ec. ( n.° 25 y) : allora , dopo avere ottenuti giu- 
sta il ( n.° prec.) i primi tre termini, per iscuopri- 
re il quarto , non dovrei che considerare la somma 
dei primi tre come un termine solo (I.u.°2Gi ),ed 
operare come precedentemente ; cosi per ottenere il 
quinto, dovrei considerare, siccome un termine so- 
lo , la somma dei primi quattro e così in progres- 
so . 

II. In conseguenza della (XXXIII) e di quan- 
to si è detto nel (I. /z.° 2.6 1 ) potremo stabilire una 
redola generale, alfine di estrarre una radice qua- 
lunque mesima da un Polinomio dato , di cui la 
radice, che si cerca sia commensurabile. Supposto 
difatti essere la (XXXIII) la quantità ordinata già 
per la lettera a , estraggo la radice mesima dal pri- 
mo termine a m (n.° 177); scritto nel luogo destina- 
to per la radice il risultato a, e sottratta dalla 
(XXXIII) la potestà a m , divido il primo termine 

m— 1 v m—t 

ma o del residuo per la quantità ma , som- 
mo con a il risultato £, sottraggo dal residuo accen- 

■ato la somma dei termini rna , — » b * 
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«(m-iKw-a)- w -3 ec< j e .e la radice do- 
si. 3 

mandata è solamente binomia, ne verrà un avanzo 
zero, essendo >1’ ottenuta a-t-ò la radice medesima. 
Glie se tal radice contiene più di due termini, al- 
lora l’avanzo non sarà zero, e per ottenere il t ermine 
terzo , dividerò il termine primo di quest’ ultimo 



seguirò ad operare, come precedentemente, dicendo 
della a-+-b ciò che di sopra si è detto della sola 
quantità a . Così di seguito. 

III. Potrebbe il precedente esponente m essere nu- 
mero composto: in questo caso, se sia per esempio nt 
== pq , potrò ancora ottenere la chiesta radice; estraendo 
prima dal polinomio proposto la radice pesima , e 
in seguito dal risultato, che ne viene, la qesitna 
( II. ».• iq4 ) . 

IV. Se il grado m della radice cercata sia pari, 
e il Polinomio dato negativo: allora per averne la 
radice , che sarà immaginaria (III. n.° 1 72), operando 
come nel ( III. «.“aia), cangerò il segno a tutti i 
termini, e ottenuta giusta i (prec. I. II) la radice, 
moltiplicherò questa per [/ — i . 

26Ó. Probi. 47. Supposto , che un dato numero 
intero che chiamerò P contenga m cifre , ed abbia 
la sua radice kesima razionale , cercasi di quante ci- 
fre sia formata la radice medesima . 

Sol. Denominato x tal numero , avendosi evi- 
h x — 1 k x 

dentemente |/P non <10 , e [/V < io , sarà P 

kx — k kx 

non < 10 , c P<fio . Chiamato dunque p quel 

tal numero intero e positivo, che manca a kx — k 
per giungere ad uguagliare ra,onde&x — k -+- p— m, 

ne verrà * =: ~ ~ -w, e dovrà essere />non <r,/?non> 

fé 
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% •, ed insieme questo/; tale , che m— p sia divisibile e- 
sattamente per A . 

2.66. Cor. I. Vogliasi x — r . In questa supposi- 
zione la precedente x — + i ci darà m—p : 

ma p deve essere non < i e non >k. Dunque la po- 
tenza kesima di un numero avente una sola cifra non 
può avere nè meno di una , nè più di k classi . 
Rapporto di fatti alle prime cinque potenze questo 
si vede nella tavola (LI) . 

II. Sia k — 3 ; qualunque vogliasi 1’ intero m, 
esso dovrà necessariamente avere una delle tre for- 
me 3 n, 3ra — i , 3 n — 2; ma p dev’ essere non < i 
e non > 3 , e deve m — p essere divisibile coatta- 
mente per 3 («.* 265). Dunque corrispondentemen- 
te alle tre supposizioni di 3ra, 3n— i, 3 » — i—m aven- 
dosi p =r 3 , 2, i, otterremo sempre x — n. In ge- 
nerale qualsivoglia intero m avendo necessariamente 
una delle forme Ara— i, Ara— 2, Ara— 3, ee. Ara— (A — 1), 
e dovendo per le indicate ragioni essere in corris- 
pondenza p — k , A— 1, A— 2, A — 3, ec. t; dovrà 
«empre risultare x — n . 

III. Dunque se divideremo il dato numero in- 
tero P, cominciando alla destra di A in A classi, 
e se vengono così a formarsi n parti, o, come dicc- 

si , membri , la radice razionale \/? sarà un inte- 
ro formato esattamente di ra cifre . Se sia per esempio 
A = 3 , P = .‘>2734375 ; poiché fatta 1’ accennata divi- 
sione , ne vengono le tre parti 375 , 734 5 62 , la 


3 


|/P conterrà tre classi, come difatti si vede , aven- 
3 

dosi j/ , 5273437S=375 . 


267. Scoi. 5 .° I. Supposto A = 3 e j/P — M, 
•ome nel (II. n.° a 33 ) 

(LI 1 I) 


sia 
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LUI) 


. 1 i 

M = i o a 


io b->r io c-i- ec; 

il suo cubo M 3 dovrà pel ( II. n.° prec- ) avere la se- 
guente forma 

3/i—i 3/j — a 2 n — 3 3»— «4 . 3«i— 5 

XXVII) IO ^-4-10 /i-fc-IO I H“ lo j- 4- io /c-t. 

3 /i— 6 S/i—7 3 /i — 3 3 /i — 9 

io /+ io p-¥> io (7-4-10 r- 4- ec • 

in cui g , h,ì, ec. esprimono le successive cifre, 
ed in cui sarà g>o , quando il numero «ielle classi 
iu M 3 , cioè m — ln, sarà g=zo, ed /i>o, quando 
m r= in — / , e sarà |2 0, Aao/ ed i >0 , quando 
m — 3 /i — 2 . Facciasi ora il cubo della (LUI) j risul- 
tando , 

3/i— 3 3 * 3n-i 3/1—3 

XXVIII) M®— io a .4- io' / X 3 o*Zm-io ( 3a\>»i3aZ/*) 
3 ti —6 3«— 7 

-»-io x 1 & 3 -+• 6aicj +10 ( 3ac*-4~ 3©V)-4- 

. q »•* 3«~3 9 " 

io _ 19 c 3 -+-ec. 

paragono questo valore con là (L.XXVII), e da si- 
mile confronta , trovando tosto come nel (I./z.°234) 
dover essere <i 3 non > ioog -+■ ioà -4* i I col discorsa 
stesso del (/i.*aòa) vedremo dover essere a 3 il mas- 
simo cubo esatto intero, che si contiene in 100^ -4- 
l oh -4- ». a 

II. Posto 1 org -4* 1 oh -+- i — o. — G , 

(LXXVII) ritraggasi 

.. 3n — 3 3 . 3n — 3 3w — 4. . 

1\1 3 — io a — io G-4- l ° y-*-io « 

3 n — 6 3 /i— 7 3/1—8 3 n— 9 

10 /-4- io p- 4-10 9 •+*10 r •+■ ec. 

dal paragone di questa con la (LXXVIII) instituito 
nel modo del ( II. n.* a 34 ) troveremo come nei 
(cit- II. /».* 234 ) dover essere primo 3 u*!> non>ioG 
-4 -j, secondo io X 3a*Z»-+-3«i* non > 100G 107 -+« 
k, e terzo 100 X 3a*£-4- 10X 5 ab*-**i * 3 non > 1000 G 
-4- 100/-4- io Jc-t-l; per cui col raziocinio del (n. a36) 
« troverà, che, chiamato Q un nnmero intero, ta- 
le, che iocX 3a*Q -4> io X 3aQ*-t-Q 3 già non >, a 
Algebra ' ai 


onde dalla 
3/j— 3 


XXIX) 
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looX3a* (Q* 4- . 1 i° X 3a( Q -+■ * )**♦•( Q-t - 1 )®sia > 

! no G+ ico/ 4 - iok-*-/, si troverà, dissi, dover es- 
sere Q — alla seconda cifra della radice, cioè — b\ i 

e cotal numero potrà determinarsi , dividendo io G 

-t- / per 3 a* . e facendo delle riduzioni simili alle 
indicate nel (n.°*3f>) per la determinazione della 
seconda cifra nella radice quadrata . 

III. Fatto, come nel (III. r.° a34) ioa-w/— -A , 
e fatto 1 o V I O 4 // -t- 1 0 3 i 1 o*y -+- 1 ok -t - l — A — H, 

• per cui dalla (jXX\I ) si abbia _ 

1 3/i— 6 3n — 6 3 k- 7 3n ~ 8 

(LXXX) j|3 , 0 A 3 =io H-+-io p+io y-f-io r-t- 

e dalla (LXXVIil) . „ , A 

M5 _,„ 3 "- 6 A-,o 3 "- 7 X.U...,o 3 '- , XìA c ^ l o 3 "-V*. 
paragono fra loro queste ultime due Equazioni, sic- 
come nel (c/7. III. n.° **4 ) , « trovando cosi do- 
ver essere 3AV non > ìcH •+■ p - l ( > X IA 
non > icoH ■+■ iop -+■ rj , ìoo X 3A*t -t- io X 3A« +i 
non > toooH -+- io cp -*• ioy-t-r; col discorso del 
(I. n.° a 37 ) si vedrà, che, chiamato R un numero 
tale che ioooH •+- loop icy-t- r sia< i oo X 3A*(R-»-i ) 

.+. ,oX3A(P+i)*f (R+I 3 , e sia uon < I^o X 3A ri 
ir X 3AR* ■+• R 3 , dovrà essere questo R — c. La 
determinazione poi* di fai numero si otterià , co- 
me nel (prcc. II), dividendo i jH p per 3A , e 

riducendo opportunamente . 

Lo stesso si dice proseguendo avanti , mentre 
la M 3 contenga un numero maggiore di classi . ^ 

IV. Quando M = tea -t- b come nel ( *. *38 ) , 
vedremo ohe il secondo membro della (LAAlAJ ue- 
ve essere — ìoo X 3a*/ •+■ ioX 3 ab* b , e pero c ie 
sottratta questa quantità da quello , deve ve ' nr,1< ’^_ 
residuo zero: vedremo parimenti, che quando IVI — 
ioort-+> io //-t-o, posto ma -¥-h— A, deve risii ta,e ‘ 
secondo membro della (LXXX) — i oo X 3A c ■+■ ioX 
SA-»-k/ 3 . onde facendone la sottrazione, deve ot- 
tenersi E avanzo zero j e cosi di seguito. 
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Della estrazione cc. $2$ 

*68. Probi . 43. Estrarre ia radine cubica da un 
dato numero intero, in cui essa radice sia razio- 
nale , 

Sol. Sia in (LXXXI) (A) il numero dato. Divi- 
so esso da destra a sinistra, giusta il ( I il- n.° 2 66), 
di tre in tre classi con tante virgole; poiché nel 
nostro caso ne risultano tre parti , dirò tosto , che 
la radice cercata consta di tre cifre (I I. r/. c 266 ) ,1 
la prima delle quali a sinistra avrà il suo cubo u- 
guale al massimo cubo intero esatto , che si contie- 
ne nella prima parte 52 ( 1 . n. a 2.67 ). Trovato per- 
tanto con l’ajuto della Tavola (LI) essere 27 = 3* 
questo massimo cubo, scrivo la sua radice 3 in (B), 
luogo destinato alla radice richiesta , e sottraggo 
questo 27 dal Sa. Per iscnoprire la cifra seconda, 
pongo in (C) presso l’avanzo 25 il membro secon- 
do 734 del numero (A) , onde avere il numero 25784 = 
a5ooo-H 700-+- 50-+-4 = 1 o 3 G -4-1 o*y-*-i oA>t-Z . Colloco in 
(D) il triplo del quadrato dell’ ottenuto 3 , cioè zy, 
lascio in (C) addietro le ultime due cifre 34- e di- 
vido il numero 257=10 G-t-y, giusta il (II. n. p prec,) 
pel 27; ne verrebbe il quoto 9, ma siccome que- 
sto 9 è troppo grande risultando 2-00 X 9-f* 90 X 9* 
y 3 >2 5ooo -t- 700 •+• 3o-+*4= 25-34, c tale è puro 
anche lo 8, mi ridurrò al 7 , giacché 2700 X 7 *+■ 
90 X 7* -+• 7 3 < 25734 , e scritto questo 7 in (B) presso 
del 3 , pongo in (D) il triplo del suo quadrato, cioè 
147 , separandolo dal 27 con una virgola, moltipli- 
co in croce il 27 per 7, il 14? per 3 , formo il cu- 
bo del 7 , pongo i tre risultati 189, 441 , 848, che 
ne vengono in (E) l’Imo sotto dell’altro per modo, 
che sotto la prima cifra a destra 9 ilei primo cada 
la seconda 4 del secondo , e sotto la primi 1 lei se- 
condo cada la seconda 4 de! terzo, e fatta in (F) 
la loro somma 23653, la sottraggo dal sov rapitosi 
(0) , onde avere in (G) l’avanzo 2081 = H ( n 
III. ) . Poiché si ha 189 =27 X 7,441 = 9 X 7* > 
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S43 = 7® , e poiché la somma in (F) deve essere rs 
aroo X ? -+- 90 X 7* ? 3 > è facile a vedersi il per- 
chè, sonosi questi 189, 44* > 8Cr itti in (E) eoa 
l’ordine indicato, Colloco in (G) presso al 2081 
1 ’ ultima parte 375 del numero (A), scrivo in (H-J 
il triplo del quadrato dell 1 ottenuto 37, cioè 4 , 0 7 » 
divido per questo il numero ao 3 i 3 ac ioH-+*/> , e 
trovato il quoto 5 opportuno , lo pongo in (B) alla 
destra del 7; e fatte le successive operazioni, co- 
me precedentemente, poiché dalla sottrazione del 
risultato (I) dal sovrapposto (G), ne viene il residuo 
coro , dirò essere la radice cubica domandata 
(1 \’.ìi* prec. ). Se i! numero (A) e però l’altro (B) 
contenesse un numero maggiore di classi; per olie- 
re re le cifre ulteriori, proseguirei giusta il ( I. n.* 264) 
ad operare sempre nella stessa maniera. 


(A) 

5 j , 7341378 
a? 

(C) 237,84 

189 

(E) 441 

04 3 

(F) 23653 
(C) 2081375 

sc 535 


(I) 1*081375 


(B) 

3-5 


(D) a 7 ,147 
(li) 4107, 7$ 


269. Prob. 49. Dato 1 * intero P del ( n.° a 65 ) 
rimandasi di estrarre la sua radice kesima , che 

uppongo essere razionale . 

Sol. Per rendere più chiaro il metodo generale 
he siamo per esporre , consideriamolo da prima in 
rualche caso particolare, e 

I. Sia k - 8 , e sia in (LXXXU) (A) il numero 
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Det.h istiuziowe ce. 32.5 

dato . Poiché la radice , che «i vuole, è la terza ; 
diviso esso (A), come nel ( n.°prcc. ) , «li tre iu tre 
classi , determino in egual modo dalla prima pan® 
l 5 q la prima cifra 5 della radice cubica (B) , e sot- 
tratto dal i$9 il cubo 5 3 = ia 5 , unisco , come dì 
sopra, in (C) all’ avanzo 34 la parte seconda 4 ^ 4 * 
Ciò fatto, scrivansi in (D) le potenze o. 4 , i. 4 ,ea . 4 
dell 1 ottenuto 5 , cioè 1, 5 , » 5 , sotto di loro si 
pongano in corrispondenza i numeri 1 , 3 , 3 , si 
moltiplichino rispettivamente , aggiungendo al se- 
condo prodotto i 5 uno zero , al terzo 75 due zeri, 
e scritti nella linea (E) i risultati 1, i 5 o, 7300, 
si divida per 1’ ultimo di essi . cioè per 7Ó00 il nu- 
mero (C) . Il quoto dovià essere sempre <10; in 
questo caso risultando tal quoto 4» pongasi alla si- 
nistra de’ numeri (E) separato da loro con una li- 
neetta verticale, e posto inoltre alla destra del 75oo 
sep.arato con una virgola uno zero , si operi sopra 
i risultati (E) , e col numero 4 nel modo stesso , 
che si è indicato nel ( n.° 206.); ottenuta però la 
prima riga (C) , prima di precedere innanzi , si es- 
servi , se l’ultimo risultato ipi esistente cioè nel 
caso presente 82464 s ^ a > 0 maggiore di (C) ; ?» 
mai lo fosse , direi , che il 4 è un numero troppo 
grande , e lo diminuirei , finché 1’ ultimo risultato 
della riga (G) divenisse non > (C) ; ma presente- 
mente essendo già tal risultato ultimo < (C) ; col- 
loco il quoziente 4 come seconda cifra della radi- 
ce in (B), pongo in (H) 1 ’ indicato risultato, ne 
faccio la sottrazione da (C) , con il residuo 2020 
unisco in (I) la terza parte 621 del numero (A), ed 
avuto così il numero 2020621, compio in (K) l’ac- 
eennata operazione del ( 206 ) . Ciò fatto scri- 

vansi in (L) in linea orizzontale gli ultimi tre ri- 
sultati , che sonosi ottenuti nell' ultima colonna 
verticale, cioè i mumeri 1, l6a , 8748, aggiun- 
gendo al secondo uno zero , e due al terzo , e si 
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divida per quest’ ultimo il numero (T) . Venendone 
il quoto a, lo pongo alla sinistra ilei valori (L) 
Con una lineetta verticale tra mezzo, aggiungo alia 
destra de' valori medesimi separato ila loro con una 
virgola lo zero, operando giusta il («.• 206) , come 
precedentemente, determino «la prima i valori del- 
la linea (M) , osservando se 1’ ultimo di questi, cioè 
il 175008» sia o no maggiore di (I) ; se mai lo fos- 
se , converrebbe , come si è detto di sopra , dimi- 
nuire il 2 opportunamente ; non esseudolo, colloco 
in ( 3 ) presso il 4 1 ’ ottenuto 2, sottraggo da li) 
1 ’ ultimo de’ valori (M) , onde avere in (N) la defe- 
renza 264533 , alla quale unisco 1 ’ ultima parte 
967 di (A) , e determino i risultati (P) ( n.* 206 ). 
Scrivo di nuovo nella linea (Q) gli ultimi tre de’ 
risultati (P) , cioè i tre 1, 1626, 881292, coll’ uui- 
rc al secondo uno zero, al terzo due , divido per 
quest’ultimo la quantità (N), pongo come preceden- 
temente il 3 alla sinistra de’ valori (Q) , lo zero 
alla destra, ritrovo, come di sopra , i numeri del- 
la linea (R) , e veggendo che 1’ ultimo di questi 
non solo non è maggiore , ma è uguale ad (N) , co- 
sicché fattane la sottrazione , ne viene il residuo 
zero , e veggendo che in (A) non esiste più alcuna 
parte, dirò, che il 3 è P ultima cifra della radice 
richiesta, e postala in (B) alla destra del a, dirò, 
che tal radice è 54 28 . 
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Della estrazione ec. ^27 

(Ai (B) 

159,484,621,967 I 542* 
ia5 

(C) 34434“ 

(H) 3I464 

(I) 202063 1 

(M) i- r <6o88 

(N) a, <4.333967 

p 64- , 33 o (>7 


(LXXXII) 


3 1 1 , 16260 , 88139200 , o (Q) 

i, i 6 a 63 , 88177989, 264533967 (R) 

II. Vogliasi in (LXXXIII) estrarre dal n.° (A) la 
radice quinta. Divido giusta il (UI.n.° 266) il da- 
to (A) di cinque in cinque classi cominciando alla 
destra, e siccome ne vengono tre parti, la radice 
cercata conterrà tre cifre , e come nei ( n. 2.35 , I. 
*67) si potrà dimostrare agevolmente, che la pri- 
ma di esse a sinistra altro non è che la radice-del- 
ia massima potestà quinta esatta intera , che esiste 
nella prima parte 2104. Ora dalla Tavola (LI) veg- 
liamo, essere U24 questa potenza massima, la cui 
radice è 4, scrivo dunque in (B) questo 4 > e sot> 
tratto dal 2104 il 4024 , pongo in (C) presso all’avan- 


41 ' 


5, 

3, 


(D) 


25 

3 


100, 

*> 


7500, 

154, 

1, 


O (E) 

8116, 311464 (G) 
i58, 8748 (K) 
1, 162 (k) 

T 


1, 1620, 874800, 
1, 1622, 


0 

878044, 

1624, 

1, 


(L) 

1706088 (M) 
83 1293 (P) 
1626 (P) 

I 
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pò 10S0 la seconda parte 795*6 . Scrivansi presen- 
temente in (D) le potenze © 4 , I. 4 , a 4 , 3.*, 0,4.' 
del 4; cioè 1 numeri 1,4, 1 ò, 04, a56 , sotto di 
loro gli altri 1 , 5, io, io, 5, e si moltiplichino 
in corrispondenza , aggiugnend© al prodotto secon- 
do 20 uno zero , al terzo 160 due zeri, tre al quar- 
to 64© > e quattro all’ultimo 1280. Scritti i risul- 
•t^ti che ne vengono in (E) dividasi per 1’ ultimo 
di essi il numero (C) , ne verrebbe il quoziente 8, 
ma siccome quest© è troppo grande , perché operan- 
do come nel {prec. I ) darebbe l’ultimo de’ risulta- 
ti (G)>{C), ed è per la sttfssa ragione troppo gran- 
de anche il 7, prenderò il 6 . ( Fra poco vedremo 
come si possa cercar di conoscere con ispeditezza > 
quando il quoto ottenuto è troppo grande ) . Posti , 
siccome precedentemente, alla sinistra de’ risultati 
(E) il 6, ed alla destra lo zero, opero secondo H 
solito ( prec.\. n.° 206 ) . Siccome l’ultimo dei risul- 
tati (G) è<(C), pongo in (B) il 6 appresso al 4» 
sottraggo da (C) il risultato medesimo scritto perciò 
in (H) , unisco in (I) all’ avanzo] 45i65Co l’ultima 
parte di (A) , e proseguo F operazione del (n. # *o0), 
determinando i valori (K) . Colloco questi (K) in (L) 
orizzontalmente , aggiungendo al solito uno zero al 
secondo, due al terzo, ee., divido por l’ultimo di 
essi il numero (I) , e venendone il quoto a, 1© ool- 
loco alla sinistra degli {L) , ponendo alla loro de- 
stra il solito zero; ritmo vo con la solita maniera i 
risultati (M) , e 1’ ultimo di questi essendo =: (I) , 
cosicché lattane la sottrazione, ne resta zero; il a 
sarà l’ultima cifra della radice; la colloco dunque 
in (B) , e 40 2 sarà la quinta radice cercata . 
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Della, estrazione ec. 329 


(A) <B) 

aro 4 , 79 ó 36 3 o^ 83 a | 46» 
1024 

(C) 108079036 

(H) 103562976 

(I) 4 ,c * i 656 oo 483 a 
45 1 6560048.52 


81 


6,128,0 


(N) 


9 


6,176,1408 <p) 
6,170,1090 (Q) 

6,164, 9 #4 ( R ) 


<D) 

j, 4 » 

1 , 5 , IO, 


64, 

IO, 


206 

5 


6 1 1,200, 16000, 640000, 12800000, 

1, 206, 17236, 743416, 

x, aia, 18608, 

», 218, 

1, 


(LXXXIII) 


0 (E) 

17260496,103562976 (G) 
854464, 22387280 ^K) 

19016, 978360 

224, 21160 

1, » 3 o 

L_(k) 


(L) 

fl|i,a3oo, ai 16000, 973360000, aa3f.728ooooo, o 

1, a3oa, aiacóoq, 977601*08, aa58a8ooa4i6, 45i656oo483a (M) 


III. Dividendo (C) per 1 ’ ultimo dei risultati 
(E) viene tosto il quoziente . 3 , il quale, come si è 
osservato nel ( prec » III ) , è troppo grande . Per ri- 
conoscere con ispeditezza questa grandezza eccessi- 
va , nell’ ultimo dei valori (E) tengo conto del nu- 
mero , che è formato dalle sole prime tre cifre a 
sinistra, cioè del 128, e reggendo che vengono 
perciò nel detto risultato escluse cinque classi , esclu- 
do cinque classi ancóra dalla destra di tutti gli altri 
risultati (E) . In conseguenza di questo il risultato 
penultimo diverrà 6 , e gli altri precedenti il pe- 
nultimo scompariranno, perchè niuno di essi con- 
tiene più di cinque classi . Posti ora in un luogo 
separato (N) i due numeri 6, 128, colloco nella 
maniera consueta alla loro sinistra lo 8, alla de- 
stra lo zero; operando nella solita maniera, deter- 
mino la sola prima riga (P) , e truovato ivi il nu- 
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mero 14.08 , lo paragono con quello, che resta, nel 
numero (C) , togliendo in esso pure le cinque cifre 
a destra, cioè col 1080; veggo che ne è maggiore; 
dunque dirò, che lo 8 è troppo grande. Tentando 
perciò il 7, lo scrivo sotto dello 8; replicando l’o- 
perazione medesima , determino in corrispondenza 
nella riga (Q) il numero 1190, e siccome anche que- 
sto è > 1080, porrò sotto del 7 il 6, e truovato 
dipendentemente dal 6 in (R) il numero 984 < 1080 , 
dirò che il 6 potrà essere opportuno , come difatti 
si è veduto nel (prec. II), risultando 1 ’ ultimo de* 
valori (G) < (G) . Il metodo esposto presentemente 
in questo caso particolare , ha sempre luogo in ge- 
nerale ; avvertendo però, che, se per esempio il 
risultato ultimo corrispondente in (R) al 6 si fosse 
trovato uguale, oppure minore di poco del 1080 in 
(C), e d’ altronde le cifre trascurate nei risultati 
(E) , e specialmente nei primi tra loro costituissero 
dei numeri di qualche valore notabile rispettiva- 
mente al numero costituito dalle cifre trascurate in 
(G); allora anche il 6 potrà essere troppo grande; 
e per assiemarsene, converrà nei valori (E), (C) te- 
ner conto di una cifra di più a sinistra, cioè inve- 
ce di tre, converrà tener conto di quattro cifre, o 
qualche volta ancora di più. 

IV. Qualunque siasi l’intero dato P, e qualun- 
que il grado k della radice, che se ne vuole estrarre, 
l’operazione, che si dee praticare, è sempre la me- 
desima. Diviso sempre esso P dalla destra alla sini- 
stra di £ in £ classi , e supposto che ne vengano ri 

(") 

parti, che denominerò Q', Q", Q'", Q", ec. Q , 
cosicché sia 

(n — i)fc (n — a )k (n — 3 )k (n— fyk 

Pmo Q'-t-io Q"-*-io Q"'-wo X 
k (n— 1 ) (n) 

Q”-»-eo.-*-io Q -+-Q 

tr no vero in primo luogo la prima cifra a sinistra 
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della radice , truovando col mezzo della Tavola (LI) 
prolungata quanto occorre, o col mezzo della Ta- 
vola (Ielle potenze posta sul fine del Volume I.* 
del Corso per gli Aspiranti alla Reale Scuola del 
Genio e d’ Artiglieria , trnovando dissi la radice 
della massima potenza kesìma esatta intera , che si 
contiene nel primo membro Q f . Chiamata a questa 
radice, la quale non può evidentemente essere che 
di una cifra sola , la pongo nel luogo destinato al- 

k 

la radice, che si cerca; sottraggo a da Q', e sup- 

Jfc * 

posto Q’ — a = R , formo la quantità io R' ■+■ Q‘' . 
In seguito per determinare la seconda cifra, che 
dirò b , si moltiplichino sempre, le potenze o.“, i.% 


at.', 3.*, 4 /, ec. {k—i)* della a, cioè le I, a, a®, 
k—t . 

a 3 , a*, ec. a rispettivamente pei coeflicienti 

T 7 . kfk—i) k(k->)(k- a) *(* — i)(A — — 3) 

numerici 1 , k, a , a .3 ’ 3.3.4 * 

ec. k del binomio Newtoniano , aggiungasi uno ze- 
ro alla destra del prodotto secondo , due zeri alla 
destra del terzo , tre alla destra del quarto, ec. , e 

per ultimo dei risultati 1 , AXioa, — — io® a* , 


hi— 0(fr— - a) , „ „ l—t k— 1 

* ^ io 3 a 3 , ec. iX 10 a j che ne ven- 

k — 1 I— 1 

gono, cioè per &Xio a si divida il numero 
k 

XO R'-t-Q" cercando cosi un quoto tale, che esegui- 
ta in corrispondenza, come nei {prec. I, II) l’ope- 
razione del (/..•itoti) , 1* ultimo dei risultati, che 

k 

ne rv-ovengono nella prima riga , sia non > io R' 
■+- Q" , e nel tempo stesso sia il massimo, che ^i 

. . - *• 

contiene in questa io R'-t-Q"; il {prec. Ili ) esibisce 
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nn metodo più semplice per la determinazione di 
simile quoto. Ora essendo esso il valore della ci- 
fra b , si ponga nel luogo della radice alla destra 
della a, sottraggasi quindi l’ultimo sovraesposto ri- 
k 

saltato da io R'-s*Q”, e dilaniatane R" la differen- 

k 

za si scriva al disotto la quantità io R''*i-Q"'. Per 
iscuoprire poscia la cifra terza, si compia come nei 
(prec.ìAl) l’operazionedel (u»°ao6)gli ultimi £ risultati 
che da questa si ottengono nell’ ultima colonna verti- 
cale , si scrivano in una linea orizzontale ooll’aggiun- 
gere al secondo di essi uno zero; due zeri al terzo, tre al 
quarto, ec. , e sopra di questi così ridotti , e la quan- 
k 

tità Io R''-t-Q" r m operi prpeisamente nella stessa 
maniera, come si è fatto poc’anzi sopra i risulta- 
j k*~i i— i 
ti l , k X i oa , — - — i o ù n*, ec. li X i o a , e 


«v 

la so R'-t-Q"-. Per determinare poi le cifre quar- 
ta , quinta , cc. non dobbiamo clic ripetere sempre 
sopra i risultati successivi le operazioni medesime . 

V. Per riconoscere la ragione del metodo pre- 
sente , basta alle osservazioni , ed alle proprietà 
dei { n. 233 , ec. a 38 , 266, 267 ) generalizzare, il 
che può ognuno fare agevolmente da se medesimo, 
basta, dissi, aggiugnere la riflessione, che, ese- 


k\b— t) , , *(*-,)(*- 



a - a.i 


'ho***. 


guita sopra le 1 , k X ioa,- 
Jfc — 1 r 

ec. k X io a ,0 (prec. IV), e sulla b la ope- 
razione del (u.* 2 o 6 ) Ira i risultati, i quali ne pro- 
vengono, 1* ultimo della prima riga, che nei pre- 
cedenti esempi (LXXX 1 I) , (LXXXIIl) si è denotata 
con la lettera (G) , altro non è che la quantità k'X 
k—t k — 1 k(k—t) *“ a *'*—»)«— a) 4—3 *— 3 

*• a ^ 10 a 1 
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Della estrazione ec. 


H 38 


eo. 


*(*-«!) , a 
1 


k — i 


- t-kX loab -+-b («. 8 a 5a) 


n n> 

— ( ica -*- b) — a , e che supposto rea-*- b~ k , i 
risultati i quali formano 1’ ultima colonna verti- 
cale (K) (K) altro non sono, come si dimostrerà in 
luogo più opportuno, che le qnaqtità i, k A, 


*!fc^>A-, ‘fc^ilAVec. iA*~" 

a a. 3 * 


Ciò stesso 


che si è ora detto sopra le a , b, si ripete in egual 
modo sopra le A , c, essendo c la terza cifra della 
radice; e così in progresso. 

Finalmente la ragione dell* abbreviamento di 
calcolo esposto nel (/jrec.III) si deduoe dall’ osser- 
vare , che mentre si tien conto di poche cifre da 
calcolarsi; queste poi sono quelle, che per cagio- 
ne di posizione hanno più alto valore, e quelle 
per conseguenza, dalle quali dipende principalmen- 
te il valore dell’ ultimo de* risultati, che sonosi de- 
notati cou la (G) (LXXXII) (LXXXIII) . 

270. Scol. 6.* I. Sia la radice kcsima del dato 

k 

P irrazionale, e cbiajmata N la massima potenza he- 

sima intera esatta, che esiste in P, sia P=N -+-Q: 
con de’ discorsi simili a quelli de’ ( I. II. III. n. 240) 
vedrassi , che il valore di N si determina eseguen- 
do sopra P , finché si può, 1 ’ operazione del (n. prec.) 
e che l’ultimo residuo proveniente dall’operazione 

k 

deve essere >0, edznQ; avendosi poi p/'P— N<r. 
II. AI precedente avanzo Q si aggiungano k ze- 

k 

ri, onde avere il numero io Q; col dividere que- 
k—i k--i 

sto &X»o N si determini, giusta il ( n. a6q), 
un numero p tale, che abbiasi la quantità k X 
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T ^ -1 Jh-J--o *”»*-*• a 
io N p +~— IO N P -+- x 

£—3 J— 3 3 k—ik k 

io N /> -+- ec. -+- À-XicN -+-/? non > io Q, 
€ cangiandosi nella quantità medesima p in p- i-i , 
k 

divenga essa > lo Q, In conseguenza di tali sup- 
posizioni , come nel ( III n. :4' ) troveremo dover 
f>. k 

essere N-*-£-<j/'P J e [/P— (N-+- —■ ) < e fatta la 

k — i k — i 

«ottrazione della precedente quantità kX io N p 

h- ec. da io Q, il residuo, che ne viene, e che di- 
rò Q' , dovrà essere > o . 

III. Supposto N-h-^~=:N', e uniti all’avanzo 

k 

Q' ( prec. II ) k zeri , onde ottenere io Q' , si ricavi 
«econdo il (n. 269), con la divisione di questo per 
a k — a A— 1 

ÀX10 N' un intero q tale, che sia kX 
tik—i) a *“'4 *“» a 

*0 JN q -+• — - — io N q ■+- ec. 

a k—i k k 2 A— a 

kX 1 o N ’q non > io Q' , e sia kX io 

k ~ 1 , . *(*-.) 2A -4 • 

(?-+•, )h — N (q + i) 


N' 


ec. 


t k 

(y-w) >10 Q' . Ciò fatto , vedremo , come nel 
( IV. n. 241 ) dover essere N' ■+• X , e però N -+■ 
k k 

■4- — <[/P , \/P — ( N-+- — -1- , e post» 

r ^ IO 100/ !«• ■* 
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H a.k — a i — J 

io Q' — (Ano N' q •+- ec.)=Q" , dover essere 
Q">o. 

v k 

IV. Posto N'-*- — = N" , e dividendo io Q" 


3/t — 3 k—i 

per kX io xN" trovato un numero r, il cui 

3 k — 3 fr— r 

valore renda A X io XN" 


k(k—t) 3A — 6 

r - 4 - io 


a k— i k k 

li" r* ■+■ ec. -+• k io 3 N" r -4- r non > io Q" , 

3k—3 k—i kik— A 3*— 6 

o renda ÀX«o N" (--t- i) -4> — - — X io 

k— a A k 

N" ec. -+-(’-*-i) >10 Q" , nel modo stes- 

so del (n. 241) si vedrà dover essere N' e quin- 
di N - 3 — •+- — - — <i/P , 1/ P — (N -+■ — — — 

U1 1 IODICO 1C00 K ’K ' 10 JUO 

- k 3 k — 3 k — 1 

-h — ) <_!_ , e io Q"- (k X io N" r + ec.) 

IOOO IOOO 


> O . 


V. Così in progresso: onde se supporremo di 
estendere con la stessa regola la serie N + ^- + Tco 

-1 — -+- ec. fino ad un termine qualunque, c ^® 

dirò ; dovrà la serip che ne proviene , coi ri- 
spondente a quella dello (Vili. n. 241) , cioè alla 




1 

io* 


r u 

— — - -f- ec. -4- —r 

{00° to'* 


(LX) 
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k 

essere < |/P, e la differenza di essa dal valore della 
\/ P «ara < » avendosi sempre il residuo cor- 

(*) 

rispondente Q > o . 

271. Probi. So. Supposta la radice kesima dell' 
intero P reale ed incommensurabile , estrarre per 
approssimazione la radice medesima . 


Sol. Essendo , in cui A sia un intero gran- 
de quanto si vuole, il numero oltre del quale vo- 
• N k 

gliamo accostarci al valore della j/P: contengasi in 

essa A un numero h di cifre, cosicché — > -^-r . 

A io* 

Ciò posto, si eseguisca, finché si può, sull’intero 
P , secondo il metodo del ( n, 269 ) 1’ estrazione 
della radice kesima; ue verrà un intero N , la cui 
potestà kesima sarà la massima intera esatta , che 

* 

esiste in P, e ritenuto P— N=Q , questo Q sarà 
V ulti ino avanzo , che ottienesi dalla operazione 
( I. n. 270) . Si aggiungano a Q k zeri, e prose- 
guendo l’operazione solita ( n . 269) ritrovisi giusta 
il (II. n, 270), il numero p ivi acoennato, e la 
successiva differenza Q'. Aggiunti a questa Q' li k 
zeri si seguiti ad operare nella solita maniera 
[n. 269 ), determinando secondo il (III. n • 270 ) il 
successivo numero q , e la differenza Q" , Ridotta 

la Q" alla ro Q" , si determini quindi il numero r 
( n. 269 , IV. n. 270); e si progredisca avanti, ope- 
rando sempre nella stessa guisa, finche si ottenga 
nn termine kesimo , che dirò u. Con i ricavati va- 
lori p , q , r, ecc. si formi la serie (EX), e questa 
- * A? 

pel ( prec. VI, n. 270 ) differendo dalla j/" P meno 

di 
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di ne differirà meno eziandio di , e quella sa» 

rà per conseguenza, che scioglie il Problema. 

Avendosi a cagian d’esempio P=ao, venga ri- 
chiesto di accostarsi alla sua radice quarta oltre il 

valore ^ e vogliasi estrarre la radico quarta im- 
mediatamente . Poiché in questo caso si ha A = 3 , 
e però ~ , non dovrò spingere la serie 

f • * 

(LX) ,. che fino al termine -j~- , e fatta qui sotto 
l’operazione giusta il metodo del (n. 269) col por» 
re k= 4 , otterrò N -t- £ -*■ ~ ■+* “ ' = a ' M 4 di “ 

. t » 

verso dalla j^ao meno di ~~ > 8 però meno di 937 • 
20 I ' 2,114 

il I 

40000 

34481 

, 55190000 , • 

373 QQ 44 1 
178,805,590,000 
i 5 o 780 838 016 

'' a8 074 75 1 934 


*» 4 , 8 

* . 4 > 6 » 4 

l I 1 , 8j , 2400 , 82000 , o 

1, 81, 2481, 3443i, 

i s 8a , a563 , 

J 83 , 

1 > 


Algebra aa 


344SI 

37044 

2646 

84 
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r 


X 


j , O40 

i 


204000, 

‘841, 


37044000 , o 

205441, 37309441 3-309441 

842 , 200283 , 37575724 

j , 843 , ab 7 1 2Ó 

j , 844 



472. Scol. 7. I. Nella serie ( XXXVII ) del 

k 

(VI. «. 204) facciasi A=i,x=Q,a=N avremo sostituendo 

Q (Jt-i)Q 1 (*-0U*-j)Q S 


(LXXXIV) l/' p =V / ( N -Q)-n(. 


JtN 


jfc.a/tN** k.zk.M.K 


ik 


_ (t^i)( a t- t) ( 34 — 1 )^ ec x 
k . ai . 3* . 4* N4* / 

Ora si determini N per -modo , che sia N > Q : ri- 
sultando perciò %-< I , i termini successivi della 

N* 

serie (LXXXIV) soderanno continuamente , astrazion 
fatta dal segno, scemando di valore. Dunque quan- 
to più innanzi troncheremo la serie tanto minore 

k 

divenendo la differenza tra essa e la j/P, ne se- 
gue , che anche col suo mezzo potremo accostarci , 
ossia cercare per approssimazione il valore della 
k 

j/P. Se mai la massima potenza hcsima intera esat- 
ta , che esiste in P fosse non > Q ; allora converrà 
come si è indicato nei (I, IL n. 248), determina- 
re col mezzo del ( n. prec.) quel valore parte inte- 
ro, e parte fratto, la cui potenza kcsima sia <P, 
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e insieme maggiore della differenza tra essa mede- 
•ima , ed il numero P, e porre tal valore = N. 

II. Se il numero , da cui si vuole estrarre la 
radice kesima fosse una frazione ; opererei , come si 
è detto nel (Il.n. 257), bisognerebbe -cioè estrarr» 
la radice tanto dal numeratore che dal denominatore; 
e se mai la radice del denominatore fosse incommen- 
surabile , converrebbe moltiplicar prima amendue i 
termini della frazione per un numero, che rendesse 
il denominatore una podestà , kesima perfetta; avre- 


k A k k i E- 1 

mo perciò \/ -g- = p/ - — — = V AB 

B* B 

k k—p 

V AB 
BC 


k A 


III. Che se la quantità polinomia P , di cui si 
Tuole la radice k e-ùrna sia algebraica , e la radice 
sia irrazionale ; otterremo questa per serie col mez- 
zo della (LXXXIV) ponendo N=a quella parte del 
Poi inoinio dato , che si troverà più opportuna , e~ 
Q = alla rimanente . Si potrebbe ottenere eziandio 

k 

una serie corrispondente alla [/'V , col replicare su 
di essa continuamente l’operazione del (Il.n. 264): 
ma si rifletta, che, ogniqualvolta preudansi in que- 

• k 

sto secondo metodo per N e per Q quelle parti del 
Polinomio P, che sonosi prese pel metodo primo, 
questa seconda serie per la ragione addotta sul fine 
del (III n. 243) sarà identica alla prima. Dunque 
degl 1 indicati due metodi essendo tanto più sempli- 
ce il primo, che non il secondo, ci serviremo, al- 
k 

lorchè la \/ P è incommensurabile , piuttosto di 
quello , che di questo. 

273. Probi. 5 i. Sciogliere l’Equazione x 3 — i=o . 
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Sol. Poiché qualsivoglia potenza dell* unità è 
2= i ; ne segue, che avremo i 3 =i , e però I 3 — 1=0. 
Dunque, se nella ac 3 — irzo facciasi ar=:i, tale Equa- 
zione verificandosi , i sarà sua radice ; ma sarà esso 
X 1 * unica sua radice? veggiamolo. Dividendo x 3 — r 
per x—i , ne viene il quoto esatto , ondo 

si ha x 3 —i —(*" — i) (x*-s-jr-+-i) . Dunque la x 3 — i di- 
verrà zero, non solamente quando la a: è tale che 
•i abbia x — 1=0; ma ancora quando essa x e tale 
che . Ora da quest* ultima Equazione si 

ottiene x — — - ( n. 226 ) ; cosicché la x*-t-x-t-i 


diventa zero , tanto mentre alla x si dà il valore 

T* 1 , come quando le si dà il valore — 

Dunque anche la x 3 — 1 diventando zero si per la 

j+y—3 

ipotesi di x—i , come per 1* altra di x — — — - — — * 


e per la terza di x — 


— t— v^— 3 


; queste 1, 


-■-hM . 


_-I — 5 - — - saranno tutte e tre radici dell 1 Equ* zl0n ^ 

a 

x 3 — 1=0; ma questa x 3 — r non può divenire zero , 
se non se quando si attribuisca alla x uno degli 
accennati tre valori; perchè imprimo solo produce 
x — 1=0, e gli altri due soli producono x*-kt-+-i=o , 
e frattanto qualunque quantità algebraica non può 
diventare zero , se non quando divenga tale uno 
dei suoi fattori . Dunque essendo le tre ritrovate 
tutte le radici che possono far verificare la x 3 — 1=0 , 
ci daranno esse completamente la soluzione del Pro- 
blema proposto . 

474. Scoi. 8, I. Dalla x 3 =l , avendosi x~\/ \ j 
é ciascuno dei tre valori trovati ( n. prec.) essendo 
valore della x ; ne segue , che ciascheduno di lor* 
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sarà z= p/ i , e ciascuno per conseguenza sarà radi- 
ce cubica della unità . Dunque la unità ha tre ra- 
dici terze, una però sola reale, e le altre due im- 
maginarie • 

II. Si elevino alla seconda potenza amendue le 
precedenti radici cubiche immaginarie dell’ unità ; 

. . , 4 V^-3V 3 z'— t-v'-V 

risultando ^ — ^ ) — ; , e ^ ) 

== m... rt l , ne segue , che il quadrato di una 


di esse uguaglia 1 ’ altra, e viceversa. Dunque se 
si denoti con la lettera « una qualsivoglia delle 
tre radici terze di 1 , tali saranno ancora le quan- 
tità «*, «3 ; e se * rappresenti una delle due imma- 
ginarie ; te-, «* t « 3 esprimeranno tutte e tre le ra- 
dici 'medesime : posto però *=: — 1 - -~— — , sarà «* =z 



275. Probi. 5 a. Domandasi la soluzione dell* 
Equazione x 5 —Yzzo . 

Sol. Estratta dalla V la radice cubica, e sup- 

s 

posto quindi [/VrrM, sarà x 3 — M 3 — o . Ora x 3 — M*. 
= (x-M) (*‘-+-Mx-+-M‘); dunque per la ragione 
stessa, che si è accennata nel (n. 2 7Ì), la .r 3 — M*. 
zzo, e però la x 3 — V— 0 non potrà avere, che tre 
sole radici , eioè non esisteranno che tre espressio- 
ni , ciascuna delle quali sostituita invece della x 
fascia sì, che x 3 — V diventi zero. La prima di 

3 

queste espressioni si ha già in Mzrp/'V , le altre 
due si potrebbero ricavare , sciogliendo la x*-«-M.x 
•♦-M'rzo; le otterremo però più semplicemente, os- 
servando, che la x 3 — V— 0 può ridursi alla x 3 =iXV, 
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3 3 3 

e ptrò che si ha ma y'i ha tre ra- 

ion (I. n . 274)» uno qualsivoglia 'Ilei quali si è nel 
(il. n. 374 j denotato con lettera « . Dunque sarà 
3 

in generale x — *\/ V = « M , e posti invece di « i 

•uoi tre valori, avremo r' = Mj x” = — m, 

x " 1 —■ — — - M : ma si è già dimostrato che le 

radici della x 3 —V=xo non possono essere che tre. 
Dunque le ottenute tre daranno la soluzione com- 
pleta dell’ Equazione data. Due di queste radici 
sono evidentemente sempre immaginarie , ed una 
reale . 

*76. Esem . 40. Dato un cubo avente il lato di . 
a metri si cerca il lato di un altro , la cui solidi- 
tà sia m volte la solidità del primo. 

Sol. Chiamato x il lato del cubo che si cerca; 

3 

avremo x^ — ma 3 , c peròx=jfo;|/j7x. Sia per esem- 
pio a — i 5 , m~ 8 , risultando 1 5 8 ^ ®i avrà 

ar= 3 o*, e posti invece della <* i suoi valori, sarà 
x — 3o, 5 -+-i 5 p/ — 3 ,x”— i 5 — • iS]/ — 3 . In ques- 

to caso siccome la quantità che si cerca è una retta , 
la cui attuale esistenza esige, che sia quantità reale; 
quindi ne viene, che la soluzione del Problema, 
viene somministrata dal solo primo valore , cioè da 

x’ = 3 o , e in generale da x T = / m . 

277 - Probi. 53 . Risolvere la Equazione a;*— V 
“o, essendo V>o. 

Sol . Estratta dalla V la radiee quarta { n. *69 , 

III. n.264) , e supposto yV — M, avremo sostituen- 
do x 4 — M 4 = o. Ora i 4 — M 4 — (r’ — M 4 ] (r* M*) , 

cosicché la x* — M 4 diventa zero solamente ne* ca- 
si , ne’ quali la x sia tale , che renda x % — M*-=o , 
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eppure x* -t- M* = o . Dunque dalla soluzione della 
x * — M*=o avendosi jc=:±M, e-dalla soluzione defi- 
la = o risultando x=dtM^— i ; ne segue, 

che la a. 4 — M 4 diverrà zero corrispondentemente ai 
quattro valori M , — M , M^X — i , — MjX — i due 
reali , e due immaginarj , e non divenendo tale 
che corrispondentemente a questi soli , avremo in 
essi tutte le radici , che si cercavano della Equa- 
zione a: 4 -— M 4 — o , c però della data i 4 -V = o. 

278. Scol. 9. Se sia V~i , e però i 4 -l=o 
1 ’ Equazione proposta: risultando M=: , saranno 
1 , — 1 , |X — 1, — y —I , le sue radici ; e per conse- 
guenza ciascuno di questi 1, — 1, jX — - 1 , — ^X— x 
sarà una radice quarta dell’ unità. Ora le radici 
della Equazione x A — V = o ( n* prec.) altro non 

sono evidentemente , che jXV moltiplicato per le 
varie radici quarte dell’unità. Dunque denominata 
fi una qualunque di queste, la radice della x A — Y=® 

4 

sarà in generale ar = ^XlXV . 

II. Se nella equazione del ( n.° prec.) fosse V 
•<0, ossia se l’equazione data fosse a: 4 -4- V = 0 ; al- 
lora, trasportato V nel secondo membro, estrarrei 
nella x 4 := — V la radice seconda, estrarrei di nuo- 
vo la radice stessa nella x* = ±lX — V , e risultan- 
doci x — ±^/ ( =£ iX r-V), sarebbero jX^ — V) , — 
iXlV'— VKX'j-V— Vb — X'HlX— ' V ) le quattro radici 
della Equazione data, radici, come si vede, tutte 
e quattro immaginarie . 

279. Esem. 4 '- Determinare tra due date rette 

C , b tre medie proporzionali geometriche . . ^ / 

Sol. Denominate x , z, u le tre medie, poi- 

j che si ha a :x: : x : z : :z:u::u:b t ne verrà z = 

— ; , b — i-; ma dall* ultima di queste equazioni 
a 4 4 

*i ricava * =fi | /uìb (n.°prec. ). Dunque &\/_a?b aa- 
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rà la prima , — G - ; ■ = fi % [/ab la feconda , e 

a w u* 

4 

= -■ — ahi la terza delle medie proporzionali cer- 


cate . 

a 3 o. Probi. 54 v Cercati la soluzione della E- 
qnazione -r 4 Bx* -+■ D = 0 . 

Sol. Fatto x % — y , soitituiieo , e secondo il 
( n. c » 6 ) sciolgo l’equazione, che se ne ottiene y % 


By •+■ D =0 . Avremo quindi y = — — — 


ina la x % — y ci dà x — -±.[/y . Dunque sostitnen- 

, . . Biv'fB 1 — 4D) \ 

do li avra * = ±|/^ - ) ® per con " 


scgnenza le radici della data x 4 -4- Bx* D saran- 
no le quattro quantità 




! ) 




Se P equazione data fosse stata la x 6 -*• Bx 3 -4- 
D = o oppure la x 8 -t- Bx 4 ■+• D =r 0 ; supposto avrei 
nel primo di questi due casi x 3 , nel secondo x 4 

= y , e trovato come precedentemente y ^ 


le radici della x 6 -»- Bx 3 -*- D = o sarebbero conte- 
nute nella espressione x — ( II. ^ 

«.•274) > e le radici della x 8 '+-Bx 4 -+-D rt o nella 
xzzP ^~ B±V — ( I. n. Q 278 ) risultando 

quelle di numero sei , e queste di numero otto . 

9 ?i. Escmp. 42. Formare un triangolo rettan- 
golo, nel quale il quadrato dell’ ipotenusa sia del 
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valore a , e il rettangolo tatto con i due cateti sia 

del valore b . . , . . , t „ 

Sol. Siano *, z i due cateti del triangolo, che 

si cerca . Per la seconda delle condizioni proposte sa- 
T&xz—b, e per la condizione prima x*-+-z % —a. Dunquo 

avendosi =o, e però x 4 - ax*-*- b % = o, pel 


( n* prec. ) 


otterremo x — Xz 



o±\/(a i — 4^ !L^ 


e 


quindi 



b 



*1/1 

fa±y/(a l —4b) 'l 

k * ) 

r7( 

■ (o»— «"-f 4i a ) \ 

4 ) 


( VI. «.* ,,3 ) = t 0ra n °" CCr ‘ 

candosì dal Problema che la formazione d’ un trian- 
golo rettangolo, e quindi semplicemente la lun- 
ghezza de’ saoi lati, dovremo nella considerazione 
de’ valori ottenuti prescindere dai segni , e quindi 

diremo che è uno dei cateti. 


\/( a ~ V(a *~ àht) ) l’altro, e che l/a è l’ ipotenu- 

*a. Avvertasi finalmente dover essere «• non<4i>‘; 
perchè se lo fosse, allora i valori delle x,z creb- 
bero immaginari, e però impossibile il triangolo 
domandato « 


l 
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CAPO VI. 

4 

Dell Estrazione delle Radici dalle Quantità 
Polinomie irrazionali . 


282. Scol. 1. • u ato un Polinomio , che con- 
tenda dei radicali, e da cui possa estraersi esatta- 
mente la radice kesima , possiamo bensì alcune 
volte ottenere simile radice col mezzo delle regole 
stabilite nei Capi precedenti ; ma più di sovente 
accade, che queste regole divengono inutili , e al- 
la determinazione della radice sono necessarj altri 

artifizj . Date per esempio le due quantità 9-*-6 j,/ 7 

-t-{/49 * 19-4- 4 » da ciascuna delle quali si 

voglia la radice seconda , facilmente si vede, che 

rapporto alla prima le regole precedenti ( n. aao ) 
33 3 

danno |/'( 9 -+- 6 j/7 j/49 ) = 3 j/ 7 , ma niuna 

delle regole stesse serve a scuoprire il valore del- 
la |/( iq-t-4 p/si) . Vedremo fra poco come si pos- 
sano alcune volte ottenere somiglianti radici . Co- 
minciamo dagl’irrazionali di 2.* ordine. 

283. Teor. i.* Se due numeri a, b commensu- 
rabili e disuguali fra loro, moltiplicati insieme for- 
mano un quadrato perfetto cosicché ab ~ q * , e 
{/abzzq; io dico, che i radicali \/ a , yb po- 
tranno sempre ridursi ad un radicale solo per mo- 
do, che sia [/az=.my'h i y'b — ny'h , essendo m , 
n, h quantità tutte razionali . 

Dim. I. Siano a , b entrambi interi, e chiama- 
to A il loro massimo comnn divisore , abbiasi a — 
hd , bzzhe ; ne verrà ab —h*de — q % , e però de =Zi. 

: dunque de sarà un quadrato perfetto ; ma es- 
sendo d, e primi fra loro, ciò non può essere, quan- 
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do essi d, e non siano quadrati perfetti per loro 
medesimi . Posto dunque d—m % , e—u % , saranno m, rt 
amendue razionali, e con la sostituzione otterremo 
a—hm*, b zzhn*, e però (/ a — m^/'h, \/ b = nj//i « 


II. Abbiasi 

• • ti «C 

ziom alle , ~ 


e 

a — 


- 1 - , b-~- ridotte queste fra- 
cgCG . 

nvrpmn nh 


è un quadrato perfetto, e tale è ancora il denomi- 
natore C* G* ; dunque, tale dovendo essere ezian- 
dio il numeratore cCg-G, ne viene, che chiamato 
h il massimo comun divisore de’ due numeri cG.gG , 
dovrà pel (prec. I ) essere cC=zhp* , gG — ht* , es- 
primendosi con le p , r due interi, e quindi posto 

= m, — = n sarà qui pure \/a — m\/h , \/b 

=r nj/A . Dunque ec. 

a 84. Cor. I. Supposta P espressione 
Mj / a -+- N[/ò -t- Qj / c -t- Pi / d -t- Sj/ e -+- ec. = P 
nella quale le, M , a , N , b , ec. siano tutte quan- 
tità razionali, e supposto a — hm*,b—in % , czzkij*, 
d — lr % , ec. rappresentandosi con le m % , n % , ec. i 
massimi divisori quadrati delle a, b, ec. ; ne ver- 
rà P =: M/ni/A -+- N/ 7 i/i- 4 -Q^j/A-*- R/j//-*-ec. . Sia 
h — i , e le altre quantità i , k , l , e c. disuguali fra 
loro; risultando da ciò P =(M/n -+-Nw)i/A -*-Q<;i/& 
-+- F rj// ec. , fatto (Mm + Nn)'/» = A, Q*yMc:=B, 
R*r* / rr C , ec. avremo 

tv) Pr=j/A-*-j/B-+-i/C- 4 -l/D-»-ec. , e quadrando 
evi) P‘ = iUB+C+ D -+- 2 (1/AB-4- j/AG -+- j/ AD 
j/BC -4- BD -4- 1/ GD + ec. ) . 

Ora niuno dei prodotti hk , hi , kl , ec. può pel 
( 11. 0 prec.) essere nella nostra ipotesi quadrato per- 
fetto; dunque non potendolo essere neppure alcu- 
no degli altri AB , ÀG , BG , ec. ; ne segue , che , 
se ridotti i radicali l/a, j/ ’c , ec. alle loro 

più semplici espressioni my'h , n\/i, q\/ k , ec. 
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(II. w.**ga) *i raccolgono i radicali fra loro ugua- 
li in un termine solo, come nel caso nostro , ove 
|/ h —\/ i due Mm|/A, Nmj/i nel solo (Mm+Nn))//;, 
e se finalmente liberati i radicali esistenti nella P 
così ridotta da' loro coefficienti ( I. n .• 19»), ot- 
tengasi Ps=|/A-4-|/B-4-(/C-4- ec. ne segue, dissi, ’ 
che niuna delle quantità j/AB, j/ ÀC, (/AD , ec. che 
■i contengono nel quadrato P* potrà essere razionale . 

II. Supposto, nella precedente (LXXXV) tutte 
le A , B , ec. fra loro disuguali , dovranno nella 
(LXXXVI) essere fra loro disuguali tutti i radicali, 
che hanno una lettera comune; non potrà per esem- 
pio essere (/ABsr(/AD. 

III. Nella ipotesi del (prec. II) potrà essere 
j/AB = (/CD, oppure (/AC = (/BD, oppure (/AD 
r=j/BC , ec. Avvertasi però, chìe se si verifica la 
prima di queste tre Equazioni , non può verificar- 
si la seconda ; perchè se fosse AB ss CD, ed AC ss 

% A D 

BD; avendosi dalla prima— ss — , dovrebbe esse- 
re DssmA, B ss 772C , essendo m un numero intero, 
e convertendosi quindi la AC ss BD , nella AC ss 
m*AC , dovrebbe essere m= 1, e però DssA, BssG 
contro la supposizione . Mentre poi la A sia dello 
•tesso segno con nna delle C, D, posta la j/AB=s 
SCD, non potrà neppur essere (/AD srj/BC: per- 
chè supposta A dello stesso segno con la C, aven- 
dosi già D sé: mA, B ss mC , se fosse anche ADssBC, 
sostituendo, si otterrebbe mA* ss mC“, e però AssG 
contro la ipotesi. 

IV. Sia la quantità (LXXXV) reale di quat- 
tro termini, e sia (/AB sr j/CD: in questo caso 
non potrà essere nè (/ACssj/BD , nè (/ADs^/BG 
(prec. II ), e ritenuto, pel cit.® (prec. II), D=mA, 
B=mC, le (LXXXV), (LXXXVI) diverranno 

fcxxxvn) p — (/A - 4 - |/mC -4- j/C -4- (/m A 

(t tiivuiì P*=(l-*-m)(A-4-C)-4-a(al/mAC:fc(i-*-m)j/AC=fc(A*4-C)i/m) • 
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È chiaro non poter essere il numero m On qua- 
drato perfetto , perchè «e lo fosse, posto la 

P diverrebbe (rc-t-i ) p/A -t- (n-4-1 ) |/C, e quindi la 
(LXXXV) non sarebbesi più dedotta dalla più sem- 
plice espressione contro del ( prec. I ) . Non potrà 
neppur essere m— 1 (prec. II) . Se i due termini 
[/C , \/ rnk sono forniti di segno contrario , e gli 
altri \/ k , i/mC di segno uguale , come nella 
P =r p/A-t-l/'C'+q/' mG—\/ mk , (LXXXIX ) 

avremo in corrispondenza 

P* =5 ( 1 ■+• m) ( A-*- C) 2 ( ( 1 ■+• m) j/^ AG -t-(C — m). (XC) 

V. Venga dato un Polinomio irrazionale della 

forma G [/'H -+*l/L -t-ec. , che porrò = P*, 

la cui radice seconda sia determinabile esattamente. 

In questa supposizione la radice P non potrà esse- 
re che una quantità della forma k [/'B -+-ec. : 
imperocché essendo la P determinabile esattamen- 
te , e però radice razionale del Polinomio dato ; 
non potrà l’operazione, che la determina introdur- 
vi' nuovi radicali, nè darle forma diversa. 

VI. Sia P*= G •+• |/H ; è facile a vedersi dai 
( prec. I , oc. V. ) , che la P dovrà in corrispondenza 
avere la forma \/ Ah-j/B . Abbiasi P‘ = G + |/H 
-hj/'I. In questa ipotesi dai (prec. I , II ) dedurre- 
mo agevolmente non poter essere la P della forma 
j/'A-t-j/'B-t-i/'C; ma potrà essa P contenere quat- 
tro termini (prec. IV). Pongasi P* = G ■+• j/H •*-[/'! 

-+.!/■ K. In questo caso la P potrà avere la forma 
l/A p/B -t- (prcc. I) ; ma potrebbe ancora in- 
vece di tre contenere quattro termini (prec. IV ) . 

aS5. Probi. 55.* Estrarre lafadice a. 4 dal binomio 
G-*-y^ H, essendo le G, H quantità reali, e positive . 

Sol. Poiché la radice, che si cerca, mentre sia 
determinabile esattamente , deve avere la forma 
\/k p/B ( VI. n. q prec. ) ; supporrò p/(G-4-j/H) =3 
j/'x-i-j/'r = P • Facendo il quadrato, ne viene x-*y 
xy—G’+’i/'H , ed abbiamo cosi un’Equazione eoa 
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due incognite; dunque una di loro essendo deter- 
minabile ad arbitrio, la determinerò in modo, che 
la parte irrazionale 2 y'a :y uguagli 1* irrazionale 
l/'H. Si avranno quindi le due Equazioni i + js 
G, ay/xy=y/i\ . Ora dal quadrato della prima 
•ottraggasi il quadrato della seconda ; risultando da 
ciò x*— 2xy-*-y*zzG*— H, sarà x— y=z\/'(G t — H) ; ma 
mentre, poste le G , H commensurabili, la radice 
cercata sia determinabile esattamente, le x,y deg- 
eiono essere quantità razionali (V, VI. n .* prec. ). 
Dunque dovendo essere razionale ancora x — y=z 
|/(G* — H ). dovrà G* — H essere un quadrato per- 
fetto; e per conseguenza supposto G* — H = M*Jal- 

Jc x-*-y = G, x—y = 3 z M ricaveremo x = — — , 

G — t 

y— - , ossia tenendo conto solamente dei segni 
iuperiori , perchè gl' inferiori non farebbero che 

ripetere per P lo stesso valore, avremo x= , 

_ C— M , a 

y r= — , e pero 

P=y'(C*l/B) = l/(^) - l/( C -=^-) • 

Sia per esempio P = 24-+-p/ 540. Avendosi 0 = 24, 
H = 540 , ne viene M = 6 , e però x — 1 5 , y — 9 . 
Dunque sarà 

P = {/ ( 24 -4- 1/ 54 <> ) = 3 y / r 5 . 

286. Scol. 2.* I. La G* —• H somministra un 
criterio onde conoscere , se il valore della P sia , 
o no, determinabile esattamente: è chiaro che si 
potrà sempre determinare ogniqualvolta G* — H sia 
un quadrato perfetto, c che non si potrà, mentre 
G* — H non sia tale. 

II. Suppongasi H) irrazionale, e però la 

radice seconda della G-4 -j/H non determinabile 
esattamente . In questa ipotesi, qualunque siansi 
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le quantità G , H, che si suppongono reali , e po- 
sitive (n. a85), può accadere che abbiasi \/S\ < G, 
e che jXH > G. Nel primo di questi casi si otter- 
rà pel valore della P la stessa precedente espres- 
sione -4- , ore però M = 

[/(G* — H) è quantità incommensurabile. Ma nel 
caso secondo risultando G* — H<o, dovrà supporsi 
G»-H = -M», onde {^G a -H) = ÌVT|/- i ; e- pe- 
rò essendo x-t-y=zG , x—y= Mp/'—i , otterremo 
* = £4 MV-. > y _ , finaImente 

(*«) •' 

III. Sia P = G — y/H , e j/H <G, onde P sia 
quantità reale . Nel caso presente converrà suppor- 
re \/[G— j/'H) — \/x — ]/ y ; perchè , se si pones- 
se \/ ( G — \/ k ) r |/x+|//j il metodo pre- 
cedente dando x -+■ y — G, *[/ ry — — H , 
produrrebbe in questa seconda Equazione la quan- 
tità 2 \/ xy , che è essenzialmente positiva , ti- 
gnale all’altra ■—j/'H essenzialmente negati v , il 
che è un assurdo. Fatto pertanto i/(G — <[/[]) — y/x 
— | /y , ed ottenuta come nel ( z.® a3a ) la a“ — z xy 
-+-j*=G® — H, poiché per la ipotesi G>|/'H, «a- 
rà G* — H>o, e ritenuto quindi G* — HrrM*, 
avremo x — y — M, x -*-y= G , e però 

r =l /, G -^H , = t/(Sf7-|/(2=^)._ 

Qui pure sarà sempre M quantità corrlmensurabile, 
e però G*—H quadrato perfetto , mentre il valore 
della P possa determinarsi esattamente . 

IV. Ritenuto P*=G — j/H, sia|/H>G, onde 
P quantità immaginaria . Avendosi in questo caso 
C* — H< o , dovrà , come nel ( prec. II ) , supporsi 
(G* — H) = — M®, e fatto il calcolo del (prec. Ili) 
si scriverà 
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(XCII) V=Z(G-ZH)=\/ (£±BL-)-- j/ ( G --^ ~) 


. Nella ipotesi 
( prec. Ili ) do- 

■ Z y > e mcn - 


V. Si abbia P* = ( — G j/ H ) 
presente per la ragione addotta nel 
vrà supporsi |/( — G-+-l/H )=Z x 
tre sia i/H > G , fatto G* - H = - M (\p rec - U* IV ) , 
e mentre (/H < G , fatto G* - H = M* (n.°a85 , 
prec. Ili ) col solito calcolo otterremo nel primo di 
questi due casi la quantità reale 

G +MV— 


(XCIII) ?=Z(-G+Z ll ì=z( : 

e nel secondo la quantità immaginaria 

r= v /(-c- n /B)=| /(—ty+Zt 


— G— M 


) 


VI. Allorché sì abbia P* = - G - |/H , posto 
«.G — i/H=i /x — \/y [p r 'c. Ili) truoveremo 

p=^,-g-^h ]= ZZ±±)-ZZZ)- 


oppure 

(XCIV) I>=v/(-G-|/H) = ^( -g+w-. ) _ v'fzSzStz) 

secondocbè j/H è <, ovvero > G ; e questo valo- 
re della P sarà in entrambi i casi immaginario . 

VII. Finalmente se sia P*=zG±Z~^ quan- 
tità immaginaria , faccio Z( G Z ~~ H ) —Z x * 

Z ~y > 6 truovato come di sopra x — y = G , 4 xy 
— H , sommo la seconda di queste Equazioni con 
il quadrato della prima , e avuto quindi x* ■+■ ixy 
V* = G* -t- H , e posto G*-+- Il = N* , avremo x = 

N-fO N— .0 

, y — , e pero 

P = i/(G=fcj/— H) = Zi -t~ ) - Z~ ( -ì 5 ) = 
ZZr) * l/T^v 2 ) * ✓ - » - s * . 

•up- 


i 
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supposto \/ (“- T ) = E ,|/ / (—*—) = F ; essen- 
do poi N>G, tanto E, come F saranno quantità 
reali. Sia per esempio F*= — a 3 — j/ — 200, onde 
C = - i3 , H — 200 . Risultando N z; \/ ( ai*— 200 . 
= 27, avremo in corrispondenza P =3 j/a — r 'l/ — 1. 
Se sia P* = |/~ H. Avendosi G=Jo, N = |/FI* 

ne Terra P — J// X l/— 1 ,ondeavre- 
mo t/~ H =3 ^ X j/- 1 . 


Ogniqualvolta le x , y siano razionali , è chia- 
ro, che anche la N dovrà essere razionale. 

287. Cor. Poiché nelle espressioni (XGI), (XCII), 
(XCUI) , (XGIV) le quantità reali G, H non vanno 
soggette ad altra condizione , se non se a quella 
di essere H > G* , ne segue , che la M , non meno 
che la G, potrà avere un valore reale qualunque; 


e quindi nelle citate espressioni potendo dalle 



— rappresentare due quantità reali qualisivogliono,, 

ed essendo le due (XCty , (XCUI) sempre reali , o 
le altre (XClI) , (XCIV) sempre immaginarie ; no 
segue, che poste due quantità immaginarie delta 
forma \/ 1 d=A-+-Bp/ — 1), j/( * A — B\/ — 1) la loro 
somma j/ ( =fc A B(/ — 1 1 •+- l/l* A — Bj/ — 1) sa- 
rà sempre quantità reale, la differenza [/( A •+• B){ 
(/— 1 ) — i/(^:A — Bi/— i) sarà sempre quantità 
immaginaria . 

288. Probi . 56 .° Data la quantità P* =3 G =fc j/K 
j/I , nella quale i numeri G, H, I siano razio- 
nali, e gli ultimi due positivi, ed in cui la radi- 
ce seconda sia reale,, e determinabile esattamente* 
truovare la radice medesima. 

Sol. Non presentandosi altro caso nel quale un 

Algebra a 3 
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quadrato perfetto contenga, siccome P* ora auppo- 
sto, solamente due radicali p/H, \/\ di a.* grado, 
ed una quantità razionale G , se non se il consi- 
derato nel fine del { IV. n.° 284 ) ; ne segue , che 
dorrà esso P* coincidere con la espressione (XC), a 
la sua radice avrà perciò la forma (LXXXIX) . In 
conseguenza di ciò suppongasi in generale P = 
y/xdm^/y zS-y^mx^y^my , essendo le quantità x , 
y, m da determinarsi, e combinarsi fra di loro sola- 
mente o i segni superiori , 0 gl’ inferiori (IV, n.* 284) . 
Fattone il quadrato per la forma (XG) ne viene 
P 1 = (i’*-m)(x-*-y) 3 = 2((i—m) [/xy-*- (x-y)y^ m), e però 
P* = (I -t-m ) (x-+-j) 3 =\/( 4 (!—/«)• xy ) ±4/ ( 4 (x- y) a m) 
ove i segni si deggiono prendere opportunamente 
in corrispondenza alla quantità data . Dunque pa- 
ragonando questa con quella , avremo (i-f-m) (x-*-y) 
— G, 4(*“” ? w)*x_y=:H , 4(x— y)*m zz 1 . Poiché queste 
sono tre Equazioni con le tre incognite x , y , m ; 
eliminatene due, per esempio le x , y , si giunge- 
rà ad un’Equazione con un’incognita sola, con la 
sola m; ma siccome la rn in questa ultima Equa- 
zione ascenderebbe ad un grado troppo alto, e non 
sapremmo con i principi stabiliti determinarla ; gio- 
verà ricorrere pel nostro intento a qualche altro 
artifizio, Essendo difatti le G, H, I, e però le 
x,y, m quantità reali, e razionali, tale deve es- 
sere ancora la x — y, e però (x-^y)* deve essere 
un quadrato perfetto . Ora abbiamo 1 = 4 (x—jy )* X 
rn — 47» x (x — y )* • Dunque il numero I dovendo 
essere composto di due fattori razionali 1* uno mul- 
tiplo del 4 , ed ;= l’altro quadrato perfetto, ed 
s=(x— y)*', potremo ottenere la soluzione del no- 
stro Problema , cercando i divisori esatti del nsme- 
io I, e prendendo tra questi quelli, che sono qua- 
drati perfetti , e che col dividere I producono de* 
quoti multipli del 4. SiaM* uno di questi Fattori, 

• sia ~ = 4N ; pongo x — y = M, m — N ; col mezzo 
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della x — ^'=:M, e della precedente (t -t-rn) (xH-y)=:G 
ridotta alla ( i-*-N) (x-*-y):=G determino i valori 
delle x, y y li sostituisco insieme col valore N del*, 
la m nella 4( i — '"} xy — H , ed osservo se questa E- 
quazione si verifica : se si, avrò cosi determinati i 
valori delle x,y,m opportuni, e sostituiti essi nel- 
la P = ±j/r± + , avrò la radice 

cercata. Che se non si verifica, converrà tentare 
nello stesso modo gli altri fattori della I quadrati 
finché si truova quello , che soddisfa , e per cui 
quindi si ottiene la soluzione richiesta. E chiaro, 
che i divisori della I fiorii iti delle qualità sovrain- 
dicate non panno essere che pochi , e però che il 
calcolo sarà non molto lungo . Se mai niuna degli 
accennati fattori soddisfacesse , oppur niuno ne esi- * 
«tesse nella I; allora converrebbe nel modo stessa 
cercare, se esistono somiglianti fattori quadrati nel- 
la H , e se esistendo , sono opportuni; che se noi\ 
se ne truovano opportunamente neppure nella H , 
per quanto si è detto poc’anzi, concludercelo, che la 
P non è nel nostro caso determinabile esattamente , 
Sia per esempio P* =r 36 — \/ 140 -t-j/’Sii . Aven- 
dosi G == 36, 140, I=3a cerco quei fattori del 

3a , che sono quadrati , e che dividendo 3a danna 
*in quoto multiplo di 4 • Di simili quadrati n >n 


avvi nel caso presente che il solo 4 j risultando^- 

» - * 


= 8 = 4’ a « Posto adunque x — ■ y z=\/ a,m=:a poi- 
ché si ha G=;36, H=;i4o, e quindi ( 1 -+-m) (x-+-j) 
3(x-+-y) = 36 , 4( 1 — m ) xy = 4^J — * H 0 > col mezza 
delle x—y~ a, , determino i valori x 

=: 7 , j = 5 , li sostituisco nella 4x/;± x4° j e veri- 
ficandosi questa, poiché 4.35=; 140 , dirò che i va- 


lori delle Xy y, m sono opportuni , e che però la 
radice domandata è P = |/7 *+•{/ 5-+- \/ \ j/'io , 

289. Probi. 67. Ritruovare mentre esista reale» 


Digitized by Google 



356 Parte II. Capo VI. 

e determinabile esattamente, la radice quadrata del 
Polinomio 

P a G=fc|/\A. rh^/I p/K , essendo le quantità G, 
H, I, K razionali, e le ultime tre positive. 

Sol. Potendo il valore della P che si domanda, 
essere trinomio, e quadrinomio (VI. n. m 284), 

I. Suppongasi P=rdt [/ x rfcj/y — j/s ; ne verrà 

P* = x \/ xy "±. ?\/ xzztz* j/ja , ed operami» 

•econdo il solito , poiché si ha x-+ry-*-::=G , ^xr—H, 
4 x3 = 1, 4 yz = K , otterremo y-+-z-~x= ±rj/'(G*— li— I), 
i4-s — y — 3 z\/ (G*— li —X), x~*-y — (G*— -I— K) . 

Nella ipotesi delle x , y , z determinabili esatta- 
mente , e però razionali , essendo razionali ancora 
le ^(G*-H-I) , di— K) , p/(G*— I— K) ; le de- 

termino attualmente , e chiamati i loro valori ± M, 
stN,^:Q, dalle tre Equazioni j*z-i = ±M, 
« -t-z — y =2 *N , x -+-jk — z = =*= Q ricavandosi col 

sommarle a due a due , % — — — — , y — , 

? a a ' 

±N±Q 

X — ; otterremo 

P=± ^(Wo) ik /(tìa9) * l/(^) . 

L’Equazione x-t-jy -*- e= G potrà servirci per cono- 
scere quali dei due secni — debba attualmente 
anteporsi a ciascuno dei valori M, N, Q; è chia- 
ro , che dobbiamo tener conto di quei segni , pe* 
quali la somma i+j + j risulta esattamente «lei 
valore G. Essendo per esempio P*= 54 — 1X39* ■+■ 
j/588 — |/ 34 > si truoverà in corrispondenza P = 7 

— \/ 2 -+- p/ i , 

II. Mancando qualcuna delle precedenti quanti- 
tà M, N, Q dall’essere quadrato perfetto, siasi ri- 
nnovato che il valore della P determinabile esatta- 
mente non può essere trinomio ; potendo in tal ca- 
so essere quadrinomio, pnrcbè dotato della forma 
(LXXXVII) , suppongo in generale P = zt p/x =£ y'y 
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A \Zmx dt l/'rnj ; avvertendo ch<* nel caso presente, 
i termini \/ y , | / mx non possono essere di segno 
contrario, mentre gli altri y x, y' niy lo hanno u- 
gualc , e viceversa ( IV. n.° 284 ) . Ottenendosi quin- 
di per la forinola (LXXXVIII) 

mxy±i(l+/n) ^/xydbi(x-*-y)y'm, 

e però 

P*=(i -*-m)(x-*-y)±y' t 6 mxy 3 zy'(^{i-i~m) t xy)±y / ' 4 (x-*-y)*m) 

osservo, che mentre esista il quadrinomio, che si 
cerca , due certamente dei numeri H , I, K deggio- 
no avere un divisore quadrato , che produca un 
quoto multiplo di 4 > P uno deve avere il divisore 
, ed il quoto i\m , l’altro il divisore (i-wm)*, 
cd il quoto 4 xy» Fatta pertanto 1 ’ opportuna ricer- 
ca, supponghiamo , che si truovi K=4M*A , fcr4N**: 
in questa ipotesi osservo se sia /t-+-i = N, oppure 
i 1 ; si verifichi la prima di queste Equazioni; 

si ponga in tal caso kzzm> i~xy ; si 

osservi quindi se il prodotto MN sia =G, e l’al- 
tro 1 6 /ii = H , e verificandosi tutto questo, sottraggo 

G* 

dalla Equazione P altra ^xy — Ai y 


onde avere x —y — =£ 




caso delle x , y razionali , deve essere razionale , 
e che pongo = Q ; combinando le x y =r M, 
x — y — Q , col tener conto nel. valore Q 1( del so- 
lo segno perchè l’altro diviene inutile, deter- 


mino x — 


M-+.Q M— Q 

- v 


; ed avremo così final- 


mente 

Se mai qualcuna delle indicate condizioni non si 
verificasse , converrebbe nelle H , I , K cercare al- 
tri fattori quadrati , eh# vi soddisfacessero; e se non 
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sì trovassero mai opportuni , allora concluderemo 
non esistere alcun quadrinomio esattamente deter- 
minabile , ed uguale alla radice seconda del dato 
quadrinomio P* . 

Sia per esempio P* = ria -4- 24 1/20 — *81/7 — 
T2J/.35 . Ridotta questa rmantità all’ altra P‘ = m 
*+■ {/ 1 *3ao — 1/5488 — (/ 5o4o , applico ad essa il 
metodo del [//ree. I) , e vergendo die non esiste ra- 
dice trinomia determinabile, ricorro all’altro del 
(prec. II ) . Ora secondo questo ritruovo , che il nu- 
mero 11020 è divisibile per 64 = 8* , venendone 
il quoto 180 = 4.40» e l’altro 5488 è divisibile per 
196 = 14 4 risultando il quoziente 28=4-7 • Posto 
perciò M=8, £=45, N=i4, i = 7, proseguo le indirate 
osservazioni; e poiché veggo essere i-+- i = 7 -+- j — 
8 = M, MN = 8.14 = 11*= al termine razionale di 
1”, e ióki— 16.45.7= 5o4o = al numero posto sot- 
to I ultimo radicale; dirò, che esiste il quadrino-, 
mio che si cerca , e per iscuoprirne i termini , 

pongo in-y=N= 14, x -y =p/ ( ) 

— V“g-r~*“4-4 5 y — 4 = Q > « ricavando quindi 

N-4-0 _ _ N— Q__ . , . 

* — a — 9 > y ^ 3, ed avendosi già m = 1 

= 7, otterremo P = ±^9 ±j/'5 ±:^/63 =fc|/3S. Per 
determinare i segni , che attualmente corrispondono 
ai segni dati in P* , faccio il quadrato del valore 
truovato, Io paragono col P* = 112 -t-j/iiSao — 
l/'r.4,H8 — ^5040, e si truoverà essere P= = (3-1-1/ a 
-|/63-i/35 ) . 

Quantunque per maggiore semplicità siasi nel 
datò Polinomio G = |/H ± j/I ± p/K apposto a cias- 
cun radicale il doppiò segno =; pure deve avver- 
tirsi , che uno per lo meno, di essi è sempre positivo; 
perchè qualunque siansi i segni nei termini della 
radice , sia essa trinomia, o quadrinomi , facendo- 
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sene il quadrato , un termine per lo meno risulta 
sempre affetto di segno -+- . 

Non mi estendo di più, nel supporre de’ Poi i- 
nomj simili ai precedenti , e dotati di un numero 
maggiore di termini ; perchè le considerazioni simi- 
li alle passate , che si dovrebbero fare per la dovu- 
ta esattezza , esigerebbero troppa complicazione , 
inopportuna alle presenti Istituzioni , o forse non 
compensata da vantaggi corrispondenti . 

apo. Probi. 58. Sia =fc \/G =1= |/H la quantità, 
da cui si vuole estrarre la radice seconda . 

Sol. Supposto al solito P = p/ ( ± |/G » il 

valore della P non potrà essere della forma \/x± 
\/ y , essendo x , y quantità commensurabili, per- 
chè se lo fosse esisterebbe nella P una parte razio- 
nale x-*-y contro la supposizione . Facciasi pertan- 
to P = ± [/(x\/m)à:\/(y\/n)i quadrando si ottiene 
P a = x | /m -t-yi/)i±a \/ ( xy [/mn) ; ma questo 
risultato dev* essere identico con ± G ± l/H. 
Dunque acciocché questa identicità succeda, non 
potendo in P* contenersi , che due soli radicali di 
a.® grado, dovrà essere m~n, risultando in cor- 
rispondenza P* = (x-+-.y) \/ m =fc a [/'xym . Ciò dun- 
que essendo , supposte le G , H quantità positive , 
e supposto G> H.pel ( VII.».* a» 9), pongasi (x-»-y) X 
l/m = ±^/G, %\/xym— j/H ; ne verrà (x-+-y) % m—G f 
à,xym — H , e sottraendo avremo (x— .y)* m = G — 

onde H /m= n /m= 

,pcròr=^/(*>^2sii±>) 

Se le G , H siano razionali , e sia determinabile e- 
sattamente il valore della P : allora dovendo essere 
razionali ancora le x , y; le due quantità G, G— H 
dovranno avere per ciascheduno un divisore qua- 
drato , il primo il secondo = (*— *, y)* , o 

il quoto corrispondente dovrà in amendue i casi es- 
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sere lo stesso m . In conseguenza di ciò , cerco se 
le accennate quantità G, G — H contengono divi- 
sori quadrati producenti uno stesso quoziente ; se 
trovo, che non ne contengono, dirò, che nella sup- 
posta I’ le x,y, rn non sono determinabili esatta- 
mente; che se li contengono, chiamati essi M*, N*, 
e chiamato h il quoto corrispondente , cosicché si 

t i . C O H r t* . , 

*ot>ia — h , tonno le Equazioni x -t-y ~ 


itM±N ±M^:N 

■ — r~~ » y— — t — > e sara 


^ M , x — y = ±r N , m — h, determino quindi x == 

aP=q/((^)^) 

I segni dovranno prendersi 

opportunamente in corrispondenza ai segni dati nella 
quantità P* , cd allo stato per conseguenza di rea- 
lità , o d' immaginarietà della P. 

Sia per esempio P*= — .q/ioS , ridotta 

questa alla — 1/420 ; poiché si truova, che i 

numeri 43a~4ao=ia hanno rispettivamente i 
ialtori quadrati 144^:12*, 4 =a * da’ quali producesi 
lo stesso quoto 3 , faccio i + j = ±>j, x—y—± a, 
onde x— :£ 7 , y •=. a: 5 ; avendosi > p/^ao , 

e però P= p/(i/ 432 **-y / 4 20 ) reale, tengo conto dei 
segni superiori, ed avremo cosi P 
Se lèsse state P* = — 4/72» -+• 1/704 , essendo allo- 
ra la P immaginaria , avrei nei valori delle x,y 
tenuto conto dei segni inferiori, e avrei ottenuto 
in corrispondenza P rrp/— 1 1 ■*-]/ "^/a , 

Nella ipotesi di P*z=±^/— Gaq/— H, e nell’altra di 
P 1=: — \/ — Cr£p/H, avrei supposta in corri* pondenza 
P— ±4/ (xy'—m )t£\/ [ yy'—m), P==£q/ 
e<l avrei proseguito il calcolo, come precedente- 
mente „ 

« é 

391. Probi. S9.® Cercasi il valore della p/ (G-*-p/— H) 
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Df.ixa estrazionk ec. 
szP) essendo Jc un qualunque numero intero, e positivo. 

Sot. Facciasi = • 

chiamati per maggiore semplicità, come nel 204), 

A, B, C, ec. 1 coefficienti numerici del binomio 

Newtoniano, avremo # — 4 4 K-6 6 

ec. ) -4- x(Ax y~Cx y -+-E.X y 
/ in „• ioS); ma questa Equazione dev were 
dentica; dunque la parto reale dovendo uguagliarsi 
alla reale, V immaginaria alla immaginaria, ne verrà 

u v a a k — 4 4 6 , 

c =/><* - B *_/ l ~ F U / - ' “• ' 

(Ax y-Cx y ^-Ex y — ec.li/— * ? 
sottraggo questa seconda dalla prima Equazione, e 
risultando 

fc Jt— a a k— 4 4 „ 6 A 

C-i/-H=/(-8- r-J* r ->■ <* • » 

-p(Ax y— Cx y -+-Ex y - ec ) j/-t» 

pel cit.* (IV.».*ao5) avremo G-i/-H=i(x-yi/-0/^ e 

moltiplicando questa con la G-s-p/— H^x^yf/*-») P* 

k , • 

avremo G*-s* H=(x*-»-y*) /A e peroy*=^ ~p~ ) 
— x». Ora essendo il numero p arbitrario, si deter. 
mini in modo, che «na potenza feesìrM 

perfetta; se sia già tale G*-4-H, basterà fare P'—— x * 
ae no, avremo sempre l’intento, se non altro, tacen- 
do v — - ~ poiché in corrispondenza sì 

(0* + H) T "“ k * 

otterrà - G ^ = ( G* h- H) : chiamato pertanto M 
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k /g* 4 -h \ 

questo valore , onde [/y—p — J = M , e però y * r= 

M— x*, sostituisco nella precedente Equazione G = p 
(x -ec.), « risultando 

G k fc— a k — 4 t c 

-=x -Bx (M— x , )-+-Dx (M-r*)*_Fx (M-x*)^ ec . 

avremo così un’Equazione, ove entra la sola x , 
del grado k y dalla cui soluzione ottenuto il valore 

della x , si sostituisca nella y* = M r % ■ n^r 

modo ricavato il valore^ della r=i/(.\I-x‘) , avremo 

finalmente la cercata =(«.jr t ) p . 

Se fosse stato P=(G-/- H K oppure = G 
— K si avrebbe nello stesso modo sciolto il Pro- 

blema, col porre P rispettivamente =(x-y l /-.i) l / p f 

oppure 

_ La riso J« z «one esatta , e generale del Problema 

delKt tennt^p 81 a,1 ° scioglimento esatto 

Equazione in x : ma siccome tale scio- 

norbf..- - n0n -* 1 Sa J .? non " P uò ottenere che in 
p .bissimi casi ; perciò converrà che veggiamo, nel 

( »• seg.) , come il Problema medesimo possa sem- 
pre risolve™, accostandoci sempre più al vero va- 
lore delle x |/>, y i/ p . , 

39*- Scol. S.° I. Suppongasi perciò j/HirL, 

onde si abbia P =G=fci/-H=GdtLi/-r , e sia in 

nenTf U ° S< ì ?v ??“/ 5, L ' In ( I uest ’ ipotesi faccio 
»el!e formole (XL) ( III. ao S ) a=G, t=L, m = 

k 9 ed eseguite nei loro coefficienti le riduzioni 
esposte nel ( VI. n.° 104) otterremo 
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k k / {k i'L* (*■— — t)(3A— ì)L* 

P=l/(GdtLi/-l)=l/GÌ Jfc.at.3A.4AG4” 

\ ^ / L 

. flv-0( a |— 0(3*— 0(4*— 0(5*-0L« _ ec. )± i/GV m “ 

^ *.a*.3*.4*.S*:6*G6 7 ^ 

(* — f )(aÌ- — i)LS (Jfe-Q(a *-Q(3*— Q(4*— j ,/- t % 

/fc.2t.3tGJ k.nk.àk.^k.&kG* / 

c chiamata Q la prima parte di questo risultato , 

K la seconda, sarà V = i/(G±’L[/—i)~ Q±Rl/'— * ‘ 

Ora essendo per la supposizione G non < L, i deno- 
minatori delle successive frazioni nelle Q» R vanno 
diventando sempre maggiori de’ rispettivi numera- 
tori. Dunque per’ la ragione addotta nel (I. n. 272) 
tanto la serie Q, come la R convergeranno sem- 
pre più verso il loro valore , quanto piu si avan- 
zano le serie medesime . 

II. Sia G<L, e sia k numero dispari . In que- 
sto caso avendosi G ±Lp/— 1 zz±y / —i(L^:G \/— 1 )» 

sviluppo, come nel (prec. I), la quantità j/lL^Gi/— 1); 
e chiamate Q' , R' le due serie , che ne sorgono , 

cosicché j/(L=pGi/— 1) = Q' =p R'i/— 1 1 anche Q , R' 
saranno convergenti verso il vero valore , perche 
nei denominatori entra la quantità maggiore L, nei 
numeratori la più piccola G ; ma a cagione di U 1- 

h 

•pari , abbiamo j/ / (d=|/'— 1) — 1 » 

le 

dunque sarà P — y/(G ±\j \/ — I ) — R’ — Q V / '~~ 1 ' . 

II. Rimanendo G<L , sia k numero pari, in 
conseguenza di ciò potendo esso k sempre esprimer- 
si per a h , in cui i sia un intero non < 1 , ed h 

un numero dispari., avremo P — y/(G ±: L[/— 1) — 
h a* 2» 

)/(l/ (G^L [/-1)). Ora \/ (G^=L^/— i) è = 
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$64 

|/(V(G=tL|/'— t)),e la i/(G =4= Lp/ — i ) =\/'(G&y'-Hj 
(^/•ec. I) riducesi alla E ± Fi/"— i ( VII. n.° a8o)-, dan- 
ai a<“ > 

Rite sa rà j/(G±T i/— i)rr p/(E± Fi/ — i ). Nuova- 

a<“‘ a»~» 

mente , poiché j/'(E±Fj/'— r) = j/'(y'(E ar Fp/— i)) , 
e pel cit.° ( VII. n.° aSO ) |/ ' (E:fclp/— gj riducesi 

s‘ 

alla forma E'±F'^/*— i , avremo y/( G =fc L \/— *) =s 

l/( E' F'|/ — i): nella stessa maniera essendo 

K { £ *, F y- , ) = ^'(|/( E, rfc F V^») ), e la 
l/(E tfcF p/ — i) riducendosi alla E"^:F''i/'— i ( VII 

a» ai-3 ' 

T7.*a(i6), ne viene p/ (G ±L|/'—i)=r|/'(E"3tF"p/—|). 
Proseguendo ad operare nel medesimo modo per un 
numero i di volte, vedesi, che finalmente giunge- 

remo ad un risultato E dfc F t/ — x sr 

a» 

j/'(Cd=Ij/'— j), e frattanto tutte le quantità E. F k 
_ . (i- 1) (i-i) ^ * 

^ > eCi E » F saranno pel citato ( VII. 

jt 

n.° ^ 86) reali . Avendosi adunque P=ri//G^;Li/--jl 

A (i — ij (i— i) 

fc p/(E ^ ±F i/^— i) osservo se mai fosse // = 
*5 se 81 > avremo già ottenuta esattamente nella 
Ji-U (i — i) 

E ^F y — i — P la radice richiesta; che se A>i, 

(»*-!) (j— i) 

osservo se sia, o no, E <F ; se non lo é , sosti- 
tuisco nelle serie Q,R A.t\.[prec. I) invece della G la 
_,(*—>) (i — i) 

E , invece della L la F , e quindi deno- 
minatine Q", R" i risultati , avremo 

P = Q''=tR"p/^ I j ohe ieE* *<F* \ faccio le 
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fostituzioni medesime nelle Q', R' del {prec. II ), o 
chiamatine Q"’ , R"' i risultati, otterremo P = R' W 
Q’" i . Dunque in qualunque supposizione , 
data la ( G =t= |^— H } , potremo sempre ottenere uu 
espressione, che in generale dirò QzfcRj/'— i la qua- 
le ne rappresenta la radice kexima , e nella quale 
le Q, R o sono due quantità reali , ed esatte , o 
esprimono due serie sempre più convergentisi Ter-* 
$o il Ter o Talore delle x, y (re.* 291), 

293. Teor. 2.* Qualunque espressione alge- 
braica immaginaria veuga attualmente proposta , 
essa può sempre ridursi alla l'orma A i B / - I, 
essendo A,B due quantità determinabili esattameli* 
te . e reali . o determinabili per serie convergenti , 

a«A 

Dim. I. Data un’ espressione immaginaria \/—K t 
nella quale sia i non < 1 , h numero dispari ( III, 
n* prec. ), e K quantità reale, e positiva, riduee- 
ai h A 

si essa alla [/( — j/K); e supposto ^/K=H, alla 

li 

l/'—H ; ma per quanto si è detto nei (VII. n* 28 6, 

a* 

III. re.* prec. ) questa |/—H può ridursi alla forma 
1 ; dunque, eseguita simile riduzione t 

ù.*h 

avremo \/ — K = M •+• L |/'— 1 . 

k 2*ò m 

II. Sia (p/(I±j/— K ) ) l’espressione proposta; 
che chiamo P , «ve m sia un intero qualunque pò* 

2 t/i 

sitivo , Pongo M-t-Lp/’— 1 invece della j/— K { preci 

m k 

I), e fatto I±M = G, ci verrà \/V — [/ {Q±:L\/ — 1); 
ma pel («.*292) anche questo radicale può sempre 
ridursi all’ espressione Q-hRj/— i , esprimendosi 
dalle Q,R o dei valori esatti, o delle serie conver- 
genti v«rso i valori veri . Dunque determinate que- 


\ 
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m v 

ne Q, R, otterremo (/'PnQ^rRj/— i , e però 

i) . Ora nelle formolo ( XL ) , (III. 
n.’aoS) colloco Q invece della a , R invece della 
t , e denominato A ciò che in esse diventa la pri- 
ma parte, B ciocché diviene la seconda, ci Terrà . 
finalmente 

k m 

P=;(|/(I=t^-K)) = A dfc Ej/— i . 

k % n* 

III. Supposte le quantità P' = [\/(l'+y'— K')) t 
k" a '"A" m" A’*’ ai 1 ”/," tti“ 

P" = h/ll'+i/- K")) , P'" = !\/( I'"=t |/ -K ) ) , 

ec. nelle quali le k, i, m denotino degli interi po- 
sitivi qualunque, e le A sian* interi positivi e dis- 
pari; sia data un’ espressione , che chiamerò Pi, 
nella quale P', P", P"', ec, siano combinate fra lo- 
ro per qualisivogliono operazioni algebraiche . Ri- 
dotte in questa ipotesi le supposte P', P" , P" r , ec. 
alle rispettive espressioni A'ztB’p/-— j, A''±B"j/ / — i , 
A"' zt B'"|/' —i , ec. ( prec. II ) ; osservo , che mentre 
cominciano esse nella Pi a combinarsi fra loro , sia 
con l’ addizione , o con la sottrazione , o con la 
moltiplicazione , o con la divisione, o con l’eleva- 
zione a potenza , o con 1’ estrazione delle radici , 
po9«on sempre venirne dei risultati della stessa for- 
ma delle P' = A'-t-B'(/-r , P" = A"-h B"j/'-i , ec. ' 

( I , III, n.* i (j3 , III, «A , rt.* 2 t)» ) . Truovati 
simili risultati, osservo, che ripetendo fra questi, 
c i risultati primi P r , P", P'" ec. altre combinazio- 
ni della stessa natura , nc posson sorgere altri risul- 
tati parimenti della forma medesima « Determinati 
anche questi terzi , osservo finalmente , che prose- 
guendo a fare nuove combinazioni, finché in fine 
ci risulti quella tale espressione , che costituisce il 
valore della Pi ;osservo, dissi, che verranno sempre for- 
mati, e combinati fra loro dei risultati della solita 
forma ; ma quando alla fine si ottiene il valore del- 
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la Pi , deve ottenersi in corrispondenza un risulta- 
to ultimo finale, che lo uguagli. Dunque avendo 
ancora questo risultato finale la forma solita ) chia- 
matolo A±Bi/— 1, avremo Pi =: A± B/— i . 

ppr +( r + p)* . 

Sia per esempio Pi = — ~ ♦ Ge prima 

V Vi» 


«ombinazioni P' P" , P' -4- P" , P'-P" ci daranno ri 1- 



C"* D"/-i , C'" ± D"V- 1 . Seguitando 
combinare i risultati ottenuti, ed 1 primi opportu- 
namente al valore della Pi , otterremo 
P'P"P'’'=(A'"C'^B"'D')±(A'"D'±B"'G')iX-i, (P'-*-P )“ 

= ia»vD-)*,c"DV-'.r= * 

( A* "D* B**cr) . Chiamati questi risultati terzi 

y 

E' * F'i/- i, E" =fc F"i/- 1 , E'" =fc ?"'\/- 1 , sara 
K v , /Fi' 

P'P"p," + (P'^.P”)* = (E VE”)±(F , -»-F , ’)(/-i -p« — 

denomino questi ultimi G' ^ H'i/—!, G — H 1/ 1, 
e poiché ne viene P'-P"V£ =.((TVG"^(D^ 


■+■ H"ì/~r , sarà finalmente ; 

pi^p^-HP’-t-r’i* o v— 1 

p,= ^w R:i_ = rr+^r* 1 «• ) v - * - 

r x XV ■pTrT’ - ' r t . ( 

{G , (C'+G«H-H\D"'+H')) . (H'(C"+G w )-G , (ir-+-H-)) f /_ r 
- ic , *-pG')'-p(D"‘+Hy — "7 c''-^g’) i *hd"+h'v y ' 


quantità, come apparisce, della forma A± B^/”— 1 . 

IV. Ora qualunque siasi la espressione algebrai- 
•a immaginaria proposta , essa non può mai venire 


\ 

\ 
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formata che «la tante quantità simili alle preceden- 
ti P' , P", P”', ec. o riducibili ad esse combinate 
fra loro con ima o più operazioni afgebraiebe in 
maniere più, o meno composte. Dunque essa verrà 
sempre rappresentata dalla Pi del (prec.IIi); ma per 
quanto si è detto nel cit.° ( prec . Ili) questa Pi è sem- 
pre riducibile alla forma A-t-B^/ — i . Dunque ec. 
Avvertasi poi, che siccome dalle quantità reali I', 
K' delle P' cc. determinansi esattamente, o per se- 
rie convergenti le A', B', cc. (VI!./?.® 186, aqa) , 
così esattamente , o per serie con vergenti rimarranno 
determinate ancora le A , B nella Pi (prec. Ili ) . 

ani. Probi, óo.® Risolver PEquazioue di 3,’grado 
(XCV) x 3 -t- Bx - 4 - C — o . 

Sol. Suppongasi rry+i, sostituendo ne verrà 
y 3 -+■ 3y*-t-3yz*-t-z 3 ■+• By-i-Bz -+- C — o, ossia y 3 -+- a 5 -♦* 
C -+- (tyz -+- B) ir-*-z) = 0 . Poiché per essere x—y-t-z , 
una delle incognite^, z è determinabile ad arbi- 
trio, purché si soddisfaccia alla condizione di ren- 
dere la somma z-t-y uguale il valore della x , la 
determino in modo che 3yz-*-R=o, e in conseguenza 
di ciò P Equazian risultata diverrà y 3 -*-z 3 ■+■ C= o. 

Dalla iyz-\- B — o ritraggo z ~ — Zy ’ •°*titiuico ne!- 


,5- 


B5 


la _y 3 z 5 -+- C =; o , ed avremo y l — - a 

a i y 

c però y 6 ■+• Cy 3 = o . Posto ora y 3 : 


•+• G — o t 
u t sciol- 


go 1' Equazione u* Cu — -- = o, c col tener con- 

C 

to del solo segno-*-, avendosi u — — 

jp) ( ra -° 216 ) ,arà y s =~~ -**|/( ) ,c 

— quindi — (».*» 7 5,* 7 4) # 

espri- 
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esprimendosi dalla * una delle tre radici cubi- 

che dell’unità, ed avremq insieme z=— -A— ■*- 
7 T JTjTT ,, ossia moltiplicando 

questo talore sopra e sotto per «» pV' ^ (rp -+- 

B3XX _ T*5?)) 

— I i, arremo z= — — ' 


2-02 X „ 


/ C , /C* B3\ \ 

(VI -*- 0 103) = - ^ (-4 - 7ì) ) ’ I ,cr ' 

chè «1 = il ( II . a?4 ) • Sostituisco i valori truo- 

vati nella x r=_y-+- s , ed otterremo 

— 1- 1/ ( c ‘ BS 


= =«l^ ( - V - r '4 

•K-WCt 


BI 

27 


£)) 

)) 


(XGVI) 


espressione, dalla quale si otterranno tre valori di- 
versi della x, col porre successivamente invece 

, 'l ^z 3 

della a le tre radici cubiche dell’unità 1 , - , 


— — — ( II. n.° a?4 ) • 

Se sia per esempio xl stirai — m = oJ Equazio- 
ne data, le sue radici saranno , . 

— ( 5 ■+■ j,/ 33) -+- ( 5 — j/ 33 ) , 

„ _ i4V-3)( < /|5.W33n + (-1-S/-3) (VS— y33) ) 

3 ‘ 3 

(— , — yj — 3) ti/z3-l-s/33) H-'— i-fs /— 3) (•■/(.'— y/33)) ^ 

x _ — 

Algebra ? 4 . ' 
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396. Scol. 4 -* I. Dei due calori della u(n* prec.) 

c / c* 

•e li fosse tenuto conto dell’altro 1/( — -»■. 

a K V 4 

sarebbesi ricavato x = 

ma perla P ro< 


prietà delle a, «* esposta nel (II. n* 374) i valori 
che si ottengono della x da quest’ ultima formola 
sono gli stessi affatto, ch« quelli, i quali ricavansi 
dalla (XCVI) . Dunque per lo scioglimento comple- 
to della (XCV) bastava, come abbiam fatto, tener 
conto di un solo dei valori della u. 

II. La ritruovata (XCVI) suol dirsi formola Car- 
danica, essendo stato Cardano il primo a pubblicarla 
con le stampe ; la sua invenzione però devesi total- 
mente a Scipion Ferreo , ed a Nicolò Tartaglia . 

396, Esem. 4-3. # Si domandano 'tre numeri , la 
somma dei quali sia zz — A, la somma de’ loro am- 
bi =B f , e il prodotto loro = — C. 

Sol . Chiamati x ,y,z questi tre numeri, le con- 
dizioni del Problema ci danno r -t -y-*- z — — A , 
xy-*-x:-*-yzzzB , xyz— — C, Ora da queste Equazio- 
ni abbiamo y-h z zz A — x , yz zzR — x{y-*-z) . Dun- 
que sostituendo nella seconda il valore della som- 
ma y z avuto dalla prima, e nell’ultima il valo- 
re^ avuto dalla seconda, otterremo successivamente 
yz ~ E Ax x* , — C — Bx Ax* -+- x 3 , e però 


(XCVII) a 3 Aar* •+• Ex -t- C = o . 

A 

Facciasi x = t — , si sostituisca, e ne verrà 

45 * ( B - t) * *( G_ ~ °‘ m '" ‘ S 

11 AB a Ai 3 

-4-B'^h-C'=c’ posto B-- r = B', C- = 
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C'. Ora essendo la f 3 -t-B7-*-C'=o della stessa forma 
della (XGV) , la sua soluzione si ottiene con lo stes- 
so metodo del ( 294 ) • Dunque per la formula 

(XCVI) avremo 

t~«\/ 


e per conseguenza 

*=- (?•*•?)) (XGVln| 




Affine di ricavare il valore delle altre due inco- 
gnite y , 2 col mezzo delle prime due Equazioni 
x -+- y ■+* z = — A , xy -t- xz -+- yz — B truovo come 
precedentemente a?; = B-+-Ay, r y = B-+-Az, sosti- 
tuisco successivamente, e dalla xyz~ — G risultan- 
do in corrispondenza — C — By-+- Ay *- -t-/ 3 , — C=Bz 
+ A;* + 3 3 otterremo y^ ■+■ Ay* •+• ¥>y -+- C =z o , s 3 -+• 
Az* -+■ Bs -4- G “ o , Ma ciascuna di queste due Equa- 
zioni non è die la stessa (XCVU) , cangiate sem- 
plicemente le lettere y, z nella x , Dunque le lo- 
ro radici altro non essendo, che le radici della 
(XGVII) , ne segue, che i tre valori x' ,x",x"' , i quali 
provengono dalla forinola (XGVIII) col porre successi^ 

. . — — 3 

▼amente invece della <* le tre espressioni t, - — 3 » 


— y/ — 3 


( raA 294 ) altro non sono che i tre valori 


delle x , y, z richiesti dal Problema . 

297, Scol. 5.° I. Data un’ Equazione qualunque 
di 3.* grado, trasportinsi in essa tutti i termini 
nel primo membro , non restando nel secondo che 
Io zero ; si riducano ad un termine solo tutti i 
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coefficienti «Iella a 3 , ad un solo tutti quelli della 
x* , ad uno «juei tutti della x , e ad uno tutti i 
termini cogniti ; si divida tutto pel termine che 
moltiplica x 3 , e chiamato A il coefficiente, che 
quindi moltiplica a a , B quello, che moltiplica x, 
e c la quantità nota , vedesi, che P Equazione che ne 
risulta , altro non sarà, che la (XCVii). Dunque a 
questa (XCVII) potendosi ridurre qualsivoglia Equa- 
zione di 3.* grado , essa nc costituirà la Formuli t 
generale , e col mezzo «Iella (XCYilI) avremo per 
conseguenza le radici di una «jualunque di tali E- 
quazioni . Ora la soluzione della (XCVII) dipende 

{ Pienamente dalla soluzione della (XCV) (n.* 2.1)6) . 
Dunque la Forinola Cardanica (XCVI) ( dovrebbesi 
dir piuttosto Tartagliati» ) somministra la soluzione 
generale delle Equazioni di 3.° grado, 

II. Un’ Equazione di terzo grado è sempre dotata 
di tre radici , ossia esistono sempre tre espressio- 
ni che la fanno verificare , 

2(jli, Teor. 3.® In un’ Equazione qualunque di 
grado 3.® ridotta giusta il ( uS/ircc. ) la somma del- 
le sue tre radici , (II. n.° prec. ), uguaglia il coeffi- 
ciente «lei secondo termine preso col segno contra- 
rio , la somma de’ loro prodotti a due a «lue ugua- 
glia il coefficiente del termine terzo , e il prodot- 
to di tutte e tre è uguale al termine cognito pre- 
se con scgtVo contrailo. 

Dim. Lu (XCVii) pel ( n.° prec. ) rappresenta 
un’ E«juazione di 3.® grado «|ualunque, e le x,y , 
t del ( n.° 2<)b ) sono pel cit.® (n.° 2.1)6) le tre radi- 
ci dell’ Equazione stessa; ma x -*-y z z=. — A xy 
xz -t-yz — B, xyz — — C(n* 2()6 ), ed A è il coet- 
ficiente del termine secondo nella (XCVII) , B il 
coefficiente del teriniue terzo, C la quantità nota. 
Duwfiie ec. 

Posta didatti l’Equazione x 3 ~ 6x*-+- 1 ix—6=zc. 
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«lì cui le vallici sono i , 2,3, avremo i-t-2-+-3=ró , 
j .2-*-i .3-4-2. 3 = ir , i .a 3 = 6 . 

299. Teor. 4. 0 Un’ Equazione di 3 .® grado ha 
sempre una radice reale . 

Dim. Ridotta l'Equazione di 3 .° grado proposta 
alla (XCVII) ( I.w.® 297 ) , e quindi alla (XGV) ( it .* 
296) è chiaro, clic, se esiste una radice reale in 
quest’ ultima , esister ne deve una reale anche nella 
data. Ora io dico, che è sempre reale quella radi- 
ce della (XCV) , che corrisponde alla supposizione 
nella (XCVI) di *=: 1 , e ciò difatti è evidente, 
ogniqualvolta sia B non <0, ed ogniqualvolta, es- 
sendo B negativa, e che quindi porrò = — p> ab- 

hiasi _L — - — non < o. Rapporto poi al caso, in cui 

4 a ? 

£1 — P— <0, pongasi per maggiore semplicità — 

^ j/_ j —r j/— 1 , e nella fatta supposizione di 

•e=r convertitasi la (XCVI) nella x — ]/ (n-t-r j/— t ) 

| y' (n — r\z' — 1) se ne faccia il cubo, ne verrà' 
an -4- 3 *) ( (n-t-Tj/- 1 ) ■+■ \/(n-r j/-i))=x 3 , 

e però s.n-*- 3x |/(« a -w a ! = .r 3 . Ora questa Equaz:o- 


r 3 — a» 


ne ci dà \/ (/r*-t-r a ) =— 3 f~ , e quindi u* - 4- r 

3-9 — 6723-6-!- ia» a :r 3 — 8»3 — 61?»*-)- 1 a» 2 ?/— 


posto 


a.’jx* uva 

, _ , . «3 — 6»» 1 — i5n*u — 8 «3 

x 3 ~u . Dunque snra r*= — = 

a3+a»tt*-f n*M — 8m<* — 8»3 (u*-i-artu-±Ji 1 )ri — 


(»-f »V(i / — ?’ n ) 
27» 


277» 

però r* — ~ ((u-wi) 1 ( 1 - • 


Ciò posto , osservo , che se fosse u — 8ti , di- 
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8 n 

ventando — = i, la /• diverrebbe zero, e se la u an- 
dasse continuatamente crescendo dal valore 8« all’ in- 
•finito ; siccome la — anderebbe in corrispon- 


denza scemando continuatamente , e però la i — 

8/i « 

— continuatamente crescendo , e nel tempo stesso 
u 

si aumenterebbe continuatamente eziandio la (u-4-/j)*; 
ne segue , che si aumenterebbe in corrispondenza 
continuatamente ancora la r % , e però la r . Dunque 
a tutti i valori reali, che può avere la r dallo zero 
all'infinito, corrisponderanno sempre, dal valore 8/t 
all’infinito , tanti valori attualmente esistenti; e però 

reali della u . Ma avendosi per la supposizione — - 



x O 

e pero^ — ~> o , il valore della r = 
n * \ nel caso presente risulta reale , e 


però compreso nella indicata serie infinita di valo- 
ri . Dunque corrispondentemente ad esso esisterà 
sempre un valore reale della u, e però della x*—u, 
e della x — u . Dunque sarà sempre vero che ec. 

Potrebbe essere n quantità negativa : allora ri- 


sultandovi /* = > 


faremo lo 


stesso discorso, ponendo però da prima u— — 8«, 
e poi facendo crescere la u come precedentemente, 
ma in senso negativo. 

3oo. Cor. Da quanto si è detto nel ( n.* prec. ) 
è facile a vedersi , che quando il coefficiente ulti- 
mo della (XCV), cioè la quantità C è<o; allora 
la radice , che si è nel cit. { n * prcc. ) dimostrata 
reale , dev’ essere positiva, che quest» radice è ne* 
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gatlva, quando C > o ; e eli* essa è zero, quando C = o . 

3oi. Probi. 6i.* Determinare un criterio, onde 
conoicere , quando le altre due radici della Equa- 
zione (XCV) sono reali , od immaginarie . 

Sol. Espresse con le lettere x , x” , x"’ le tre 
radici della (XCV) rappresentisi con la x' la reale 
(«.••299), Essendo la (XCV) identica con la x 3 -+- o 
Xi* + Bi + C = o, avremo 

x -f-x -*-x =: o, xx -hx x -*-x x =: 13, x x x = — U 
( n* 298) , e però x — — (x"-*-x") , x ( x''-+-x" r" x" — B , 

onde sarà B = — (x" a -*-x" x"'-+-x'" a ), C = x % x"'-+- xx"* . 
Si elevi la quantità B al cubo, la G al quadrato, 
e avuti i risultati 


B 3 = - (x" 6 -*~ 3 x " 5 x"'- 4 - 3 x'' 4 x" ,a -H 3 x" 4 x'"*-t- 6 x " 3 x '" 3 
3 x" a x'" 4 -+-x'' 3 x" ,3 -H 3 x'' a x’ ,,4 -H 3 x"x"' 5 -t- x'" 6 ) 
C a = x" 4 x'"* ■+■ 2x" 3 x"' 3 -*-x"*x'" A , 
si moltiplichi il primo per 4, il secondo per 27 , 
se ne faccia la somma, c ne verrà 
2 7 C*+4B 3 = - ( 4 r" 6 -f- 1 =x , ' 5 x"'- 3 x" 4 x , " a - »6x" 3 x'" 3 
-3x''V” 4 -h 12x"x"' 5 -+■ 4x"' 6 ) = - (2x" 3 -H3x' ,a x'" 
— 3 x"x"'*— 2x"' 3 j a 

ma divisa la quantità 2x” 3 *4- 3 x"* x" — 3 x" x"' a — 
ax'" 3 per x" — x'" , ne risulta il quoto 2x'' a 
Sx" x'” -+• 2x"' % , il quale è = 2 ( x” a -s-x"x"'-Kr"' a ) 


( 3C\ 

aB-»-— r) . Dunque aven- 
dosi 2 7 C a -4-4B 3 =-(x"- x"') a (aB-t-^)\ otter- 

. / a7C*-|-4B 3 \ 

remo ( x"— x'" )• = — f — ■* I » e P er conse- 

(aB -f-y) 1 

guenza x" — x"' = \/ — Ora essendo x' 


reale , e reali i coefficienti B, C, il quadrato ( aB 

3C 

— 7 )* è necessariamente positivo ; la frazione dun- 
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3 7 ó 


que 


* 7 C 2 44B3 

sarà positiva , negativa , o zero , 

secondo clic tale è il numeratore 27 C*i-4B 5 . 

I. Sia 27C 1 -+- 4B 3 > o . Risultando in questo ca- 


so 


» /Ì2^4BL_\ 

* — •* — y ( c ) _ 

V (aB 4^)' / — 


quantità immagi- 


naria , denominiamo essa i , e col sommare , e sot- 
trarre fra loro le due Equazioni x"-+- x"' =z — r', x” 

— x'"— i , ottenendosi x" ~ — x ’" = ZI?™*, ne 

2 Si 

segue, die in questo caso lex”,x”' saranno amen- 
due immaginarie . 

II. Facciasi a 7 C“ 4B 3 < o : per essere in tale 
ipotesi questa quantità negativa, risulterà x"—x'"=z 

/— (2704-4133) 

)/ /~Z scT, = < ì uantita reale, clic chiamerò r: 

s; sommino, e si sottraggano le x" — ~ x\ r" 

1 , _ % 

tu . , • t s • ì ™ r ... — r 

— J — rf e poiché risulta x = • — , x rr 

le x' . x" saranno entrambe reali . 

III. Se finalmente sia 2 7 C a -*-4B s rrc; divenendo 

/ • 

.x"'—x"—o, otterremo x" ~ x"'= — “,eper 

conseguenza le x " , x"' saranno reali uguali fra lo- 
ro, e ciascuna di esse metà della prima radice x' 
presa negativamente . 

Divisa ora la 27C a -*-4B 3 per 4-27, ne risulta 

(a 7 C a -+- 4B 3 ) = qnale altro non è 

'che la quantità esistente nella formola (XCVI) not- 
ato del radicale secondo . Dunque dalla semplice 
ispezione di questa quantità avremo il criterio do- 
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mandato dal Problema . Se si vecsa essere 


3? 1 ? 

C 1 B 3 
eb-‘ '' aow '- “4' -+ ‘ *1 

> 0 , diremo pel ( prec. I) , che le altre due radici 
della (XCY) sono immaginarie , diremo queste amen- 

C» R 3 

due reali e disuguali fra loro, se si vegga 

{prec. Il ) , e se ^ = 0 le diremo reali, c ugna. 

li fra loro {prec. Iti) . , : 

3oa. Scoi. 6.° I. Da quanto abbia m detto nei 
(n. 21)6 òoi ) apparisce che le altre due radici de - 
la (XOYtl) {n." aoq ) saranno entrambe immag. na- 
ri© , 0 reali, disuguali, od uguali fra loro, stu*.‘- 

dochè nella (XCV 1 II) la quantità — h-- esulta po- 
sitiva, 0 negativa, o zero. 

C* B 3 

II. Poiché quando h ->0, 


la 


27 


r , 3 B 3 


è reale, ed è questa immaginaria, quando — ■+■ A7 <° > 

Tede?! . che la Formola Cardanica (XCVI) apparisce 
sotto un aspetto reale * quando le altre due radici 
della Equazione di i.° grado seno immaginane ; e 
che quando tutte e tre le radici dell’ Equazione 
•medesima sono reali , essa (XCVI) si presenta sotto 
un aspetto immaginario . Ora possiamo noi aver 
mezzo onde esprimere in generale il valore eh que- 
ste tre radici reali, senza che siano involute <1 im- 
maginari? rispondo , che mentre si vogliono questo 
espressioni esatte , e con metodi puramente aige- 
1) laici , ciò è affatto impossibile , ed è per questo, 
ohe a simile caso si dà il nome di Caso irreducibi- 
le. La dimostrazione di quest’ ultima mia asserzio- 
ne non può aver luogo nel presente Corso elemen- 
tare . 
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ili. Poiché nel Caso irreducibile esser dere 

ri r>3 # 

— — <0, dovrà, il coefficiente B essere negativo, 

4 a 7 ^ _ 

1 altro C potrà essere positivo e negativo; e posto 
quindi B =— p , , la (XCV) si ridurrà in cor- 
rispondenza alla essendo poi in questa 

4 p* > 27 ri* . 

IV. Quantunque nel Caso irreducibile non si 
possano i valori delle radici ottenere esattamente 
privi d’ immaginar] {prec. II ) ; pure potremo sem- 
pre averli tali per approssimazione. Supposta di- 
fatti r Equazione del {prec. Ili) e supposto ivi 



^ = r , onde avere , come nel 


3 


3 


( n* 299) la formola x=«p / (n-4-rj/'— j)-s« 1 |/'(n— q/'—i) 
esprimente in questo caso le tre radici reali della 
Equazione {prec. I), osservo se sia ti < r , 0 non lo 
sia : se non lo è, pongo nelle serie ottenute nel 
{ I. 72. 292) invece della G il numero 72, invece 
della L l’altro r, invece della k il 3 , e ritenute 
le denominazioni colà assegnate di Q , R , avremo 
(Q-+- Pj/— i)h-«\Q— R i/ — l), ossia 2r = ;** «* 4 |Q-+- 
(«e — «e») Rp/— 1, ove Q, R rappresentano due serie 
convergenti ( cit . I. n. 292). Sostituisco ora sncces- 

sivamente in vece della * i tre valori 1 , — , 


— 1 —~~ — -(72.294), e risultando a; '=2Q,a;"=--Q—R(/'3, 

ar"'=r--Q.4-Pi/'3 , avremo in queste tre espressioni 
prive d’ immaginar] i valori per serie convergenti 
delle tre radici. Che se sia n>r; allora faccio le 
stesse sostituzioni de’ numeri 72 , r , 3 invece delle 
G , L , k nelle serie espresse con le Q' , R', nel 
( il. ri. 292 ), e nella stessa maniera otterremo in 
generale 27 = (<h-«*)R'-*-( < , — **)Q'|/'— 1 , e quindi in 
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particolare x'=aR', i"=-R-Q |/ 3,x , "=r-R , +Q'^/ 3 , 
espressioni prive esse pure d’ irnmaginarj , e appros- 
simantisi sempre più ai veri Valeri delle radici . 

3o3. Probi . 62.® Domandasi la soluzione della 
Equazione 

x 4 Bx* -t- Cx D = 0 (XCIX) 

Sol.\ Trasportati nel secondo membro i due ter- 
mini Cx , D , aggiungasi all’un membro, ed all al- 


tro la quantità zx* ove z è quantità da 
determinarsi ; avremo x 4 ■+• Bx* •+• sx •+■ ( 7 — 


zx' + ^Y 1 - C a? — D, ossia 

/ r+B V- / , C r h. « JL\ 

— z s 4* */* 

Ora poiché la z è arbitraria * determiniamola in 
modo , che si abbia 

C 1 _ (s-t-BV* D 

4P 4 z z 

la conseguenza di ciò la (C) diverrà 

e la (CI) convertendosi nella 


(G) 

(CI) 

(GII) 


z 3 ■+■ aBz a ■+• (B a — 4D) z-C* = o, (CHI) 


il valore della z , che riduce la (C) alla (CU) di- 
penderà da un’ Equazione di grado 3.°, da un li- 
quazione per conseguenza , che sappiamo risolvere 
( n.° i<)b ) . Siano pertanto z', z" , z" le radici de** a 
(C1II), e supposta una di queste, per esempio la z — 
pongasi questo valore nella (Cll) , e se ne estragga 

la radice , ne verrà x a ■+■ — = ± i f ^ “"ap) 
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(r.rr) 


’C , , „ B C 

= =2= lx =p — j e pero x* + tx -* — ± — = o ; 

r iolgo quest’ ultima Equazione (n. 226 ), ed avremo 

espressione generale della x, nella quale il segno -t- 

del termine L_ combinasi col — del —, ed il — 
a ut 


del — col 
& 


del — , ed amendue poi i segni di 


a t 


q (feste due quantità cosi combinati corrispondono 
in cgual modo tanto all' uno reme all’altro dei se- 
gni, t che sono anteposti alla \/ , onde per la x si 
ottengono i quattro seguenti valori 

Siccome poi dalla (CIII) convertitasi nella 

^-i-aB/4^(B*_4D)/‘^C ì =o si ha — = — 

a t r ■* 


(evi) 


sostituendo là (CIV) acquisterà l’altra forma 
* ==tA ± _ 

3r>4. Scoi. 7. 0 I. Se invece della z' si fosse te- 
nuto conto della z" , oppure della z "' , io dico, 
ohe per la x sarebbero sempre risultati gli stessi 
quattro valori (CV) . Imperciocché la quantità z si 
è introdotta nella nostra Equazione coll’ aggiunge- 
re tanto al primo , come al secondo membro della 

a: 4 -t-Ba:*=— Czr— D la medesima quantità zar* 

ma per una simile addizione i valori della x nella 
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* 4 -+- Bor*=x— C— D è chiaro che rimangono sempre 
gli stessi, qualunque sia il valore che si attribui- 
sce alla z : dunque se sotto un certo valore della a 
si ricavano i valori (GV) , gli stessi valori (CV) do- 
vrà ottenere la x sotto qualunque altro valore si 
dia alla z. I valori poi della z opportuni alla chie- 
sta soluzione non sono che i precedenti tre z' , z", z'"; 
perchè essi deggiono soddisfare alla condizione di 
ridurre la (C) alla (CII) , e di valori atti a ciò non 
vi sono , che le radici della (GII!) . 

II. Si è risolta la Equazione (XCIX) dipenden- 
temente dalla soluzione della (GUI) ( n. 3oi ) ; ina 
questa ultima Equazione , essendo di 3.* grado , è 
soggetta al caso irreducibile ( li. n. 3oa ) . Dunque 
per questa ragione sarà soggetta al caso irreducibi- 
le eziandio la (XCIX). 

III. Potendo nella (XCIX) i coefficienti B, C, D 
avere un valore qualunque, supponghiamo , che sia 
G=o . la questa ipotesi la (XCIX) diviene x 4 -+-Bx* 
-+-Ih=o , e la (CIII) z 3 -+-;iBz a -*-(B* — 4 D):-=o, Equazio- 
ne , in cui una delle radici è evidentemente lo ze- 
ro . Fatto adunque z' , e però t (n. 3o3)z=o, pon- 
gasi nella (CIV) lo zero tanto invece della;, co. ne 
invece della G, essa (CIV) diverrà perciò x = i: 



ma questo è un risultato , il qua- 


te contenendo 1 ' espressione , apparisce indeter- 
minato (III, IV. n. qd ) ; affine parò di determinar- 
lo, ricorrasi alia (CVI), e posto in essa Io zero in- 
vece della t , avremo x = ^ ^ > 


risultato il quale è appunto quello, che nel (n. 280 ) 
si è ritrovato corrispondentemente all’ Equazione 
a; 4 -+-Bx a -*-D=o . 



(CVJI) 
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3o5. Esem. 44-* Truovare quattro quantità tali , 
che la loro somma sia = — A, la somma de’ loro 
prodotti a due a due = lì , la somma de’ prodotti lo- 
ro a tre a tre = — - C ; ed il prodotto di tutte e 
quattro = D , 

Sol. Espresse con le x, y, z, u le quattro quan- 
tità domandate , poiché per le condizioni del Proble- 
ma si ha x+y-yz+uzz — A , xy-+‘Xz-*-xu~*-yz-+-yu’+-zu—'& , 
TYz-+-xyu-+’XZu-*-yzu——*Q , xyzuzzD , e però y-4-rH-o= 
— A — x , yz-*-yu-*-zu — B — x , yzu — — C— xX 

( yz yu ■+* za), sostituisco successivamente nella 
seconda di queste Equazioni il valore della somma 
y-*-z-t-u avuto dalla prima, nella terza il valore del- 
la somma yz-t-yu-t-zu ricavato dalla seconda, e nella 
xyzuzzzD il valore del prodotto yzu ottenuto dalla 
terza; e successivamente risulterà yz -+. yu zu •=. 
R-+- Vr-+-r*, yz'izz — C— Br — Ax* — x 3 , D =: — Cx — Bx 3 — 
Ac 3 — x 4 , e quindi 

x 4 ■+- Ax 3 -t* Bx } •+• Cx -+- D zz o , 


Si 

B 


ponga x = £ — ~ , sostituiscasi , e supposto 
6A* AB a A3_ p , n AC A*B 3A4 

- 7-= B 'C- t + C ,D- J- y— ^ 


— D', 


avremo * 4 -t-B7 3 -*-CV 3 -+-D'=:o . Ora la presente è un’ 
Equazione simile alla (XCIX) ; dunque ottenutane 
col metodo dei (n, 3o3) la soluzione , sottraendo 

dal valore della t la quantità — , avremo il valore 

4 

della x , Con lo stesso artifizio , con cui si è trno- 
vata l’Equazione (Q VII) in x, cercando le Equa- 
zioni in y , in e, in u ; come nel ( n. aq6 ) vedre- 
mo, che ciascuna di esse altro non è, che la stes- 
sa (G VII) , cangiata soltanto la lettera x rispettiva- 
mente nella y , o nella z, o nella u. Dunque le 
quattro quantità i, j, z, u altro infine non sono, 
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che le quattro radici della (GVII) , e per conseguen- 
za la soluzione di questa dandoci il valore di tut- 
te e quattro le x, y , z, u ci darà essa sola lo 
scioglimento del Problema proposto. 

3 0 6 . Scol. I. Gol discorso fatto nel (I. ra. 197) 
è facile a vedersi , che la (GVII) esprime la forino- 
la generale delle Equazioni di grado 4. 0 , e che quin- 
di il metodo esposto nei ( ra. 3 o 3 , 3 o 5 ) sommini- 
stra la soluzione di tutte le Equazioni di tal gra- 
do . Lodovico Ferrari quegli è a cui devesi la pri- 
ma scoperta di questa soluzione, Bombelli in se- 
guito ha avuto il merito di generalizzarla , 

II. Con un raziocinio affitto uguale a questo 
del ( n . 2<)3), e in conseguenza del ( ra. 3 o 5 ) ve- 
dremo, che in un’ Equazione qualunque di 4.* gra- 
do la somma delle sue quattro radici ( ra. 3 o 3 , 3 o 5 ) 
uguaglia sempre il coefficiente del secondo termine 
preso col segno contrario, l’aggregato dei prodotti 
a due a due di esse radici è uguale al coefficiente 
del terzo termine, l’aggregato dei loro prodotti a 
tre a tre uguaglia il coefficiente del termine quar- 
to preso col segno contrario , ed il prodotto di tut- 
te e quattro le radici medesime uguaglia il termi- 
ne ultimo , 

307. Scol. q.° I. Poiché il termine cognito tan- 
to nelle Equazioni di 3 .°, come nelle altre di 4.* 
grado già ridotte alle forme (XGVII) (GVII) è ugua- 
le al prodotto delle loro radici preso in queste col 
proprio segno , in quelle col segno opposto ( ra. 298. 
II. ra. prec. ); ne segue, che ogniqualvolta alcuna 
delle radici sia numero intero, noi potremo deter- 
minarla indipendentemente dalla loro soluzion ge- 
nerale (rad 294, 296, 3 o 3 , 3 oS ). Imperciocché, 
truovati pel ( ra. 9-3) tutti i divisori esatti del ter- 
mine cognito, sostituiscami essi ad uno ad uno col 
metodo, per maggiore semplicità, del ( ra. a 5 a ) in 
luogo della incognita nel primo membro della Equa- 
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zìone già ridotta come di sopra , e quelli , che per 
ultimo risultato daranno lo zero, saranno eviden- 
temente radici . Per tal modo truovercmo , che la 
Equazione x 5 — iox 4 -i-iox-t-35=o ha per radice P in- 
tero 5, e 1’ altra ar 4 — ax 5 — 3 x*-+-jox-hi 3=o ha per 
radici gl’ interi — i , 3 , 

li. La soluzione generale delle Equazioni alge- 
briche , che superano il 4 0 grado è assolutamente 
impossibile. La dimostrazioue però di questa im- 
possibilità appoggiasi ad ulteriori principi , i quali 
jjon possono venir compresi da questi Elementi , 


IL FINE, 
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